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Podékovani

Na uvod bych rad podékoval v§em, ktefi mi poskytli cenné pfipominky v pribéhu tvorby této
prace. V prvé fadé mému vedoucimu prace Ing. Mgr. Filipu Hlozkovi a mému otci a zaroven
odbornému konzultantovi Mgr. Martinu Zemanovi za vedeni a drzeni ochranné ruky nad praci.
V dalSi fadé se pak jedna o Mgr. Davida Breberu a Mgr. Marka Cutha, Ph.D., jejichz zpétna
vazba k prvotni verzi popisujici bitové fezy pomohla praci vyrazné vylepsit.



Uvod
V mé praci se vénuji pfedev§im matematice, konkrétné zkoumani prvocisel. Pivodni motivaci
bylo spiSe naucit se programovat a matematiku omezit na nezbytné minimum. Ale postupné

jsem v rozporu s timto predsevzetim pronikal do matematickych otazek vice a proto ma
sou€asna prace vypovida vice o matematice nez o programovani.

Mé prvni zaméreni v prosinci 2019 bylo na tak zvany BPSW prvociselny test. Zamérem bylo
oveéfit jeho spolehlivost nad dosud znamou hranici a mozna snad i najit BPSW
pseudoprvodislo. Rychle se viak ukazalo, Ze tento cil je velmi ambiciozni.

Zprvu bylo velmi pracné vybudovat vSechny konfigurace vyvojového prostiedi
a naprogramovat do né&j jednoduché algoritmy pro test prvoCiselnosti. Nicméné v dalSim

méreni.

A v této fazi jsem se dostal do slepé ulicky. Méfeni v bfeznu 2020 vypadala zcela beznadéjné.
Doba béhu programu pro dosazeni hlavniho cile vychazela fadové na 100 miliona let. | pres
pomeérné znacné usili o optimalizaci algoritmt se mi vS8ak doposud nepodaifilo snizit tuto dobu
béhu na pfijatelny Cas, ktery by umozioval dosahnout podstatného posunu dosud znamé
hranice pred terminem odevzdani této prace (tedy v horizontu nékolika mésicu). Hlavni cil
prace byl formulovan tak, ze neni zamérem hranici pfimo posunout, ale zméfit moznosti jejiho
zdvojnasobeni v domacich podminkach. Takovy vysledek vSak nepredstavuje pfilis inspirativni
Cteni. Zaroven jsem se nevyhnul uritému zklamani a také pochybam, zda pfece jen neexistuje
cesta, jak dosahnout vyrazného zrychleni vypoctu.

Jiz pfed samotnym zahgjenim praci bylo zfejmé, Ze pochopit podstatu BPSW testu by
vyZzadovalo studium pokrocCilych ¢asti matematiky, které vysoce prevySuji moji uroven.
Pfedpokladal jsem, Ze test bude mozné pouze uZivatelsky poustét a Ze tento nedostatek
nebude na pfekazku. Dnes vim, Ze to byl mylny pfedpoklad. Snahy o vypocetni zrychleni
BPSW testu vyZaduji pochopeni jeho podstaty, konkrétniho algoritmu vypoctu a porozuméni
toho, co stoji pocitac nejvice €asu.

Zpocatku vypadala velmi nadéjné mysSlenka nahrazeni specializované knihovny pro praci
s velkymi Cisly (GNU MP) datovym typem integer s rozsahem 128 bit(i, do néhoz by se vypocet
preved|. Tento datovy typ zatim netvofi soucast standardu jazykt C ani C++, ale v praxi je jiz
mozné jej vyuzivat. Po pochopeni podstaty BPSW testu se vSak ukazalo, Ze ani 128 bitovy
datovy typ nestaci pro nékteré pomocné vypocty BPSW testu. Konkrétné algoritmus pozaduje
opakovany vypocet zbytku po déleni Cisla 2 umocnéného na testované prvocislo (funkce
mpz_powm z knihovny GNU MP), coz neni jednoduSe uskutecnitelné uvniti 128 bitového
datového typu. A podobnych slepych uli¢ek bylo vice.

Béhem pfemysleni a riznych Gvah, zda se podafi tuto zed prorazit, jsem se postupné zacal
vénovat zcela jinému tématu, kdy jsem vyuZil jiz zhotovenych algoritmu pro testovani prvocisel
a zaCal zkoumat jejich rozloZeni na intervalech mocnin 2. Tato mysSlenka vznikla nahodou pfi
pronikani do hlubin programovani v jazyku C a pozdé&ji i C++. PFi objevovani toho, jakym
zpUsobem pocita¢ uklada a pracuje s celoCiselnymi datovymi typy a jak jejich vnitfni
reprezentace souvisi s dvojkovou soustavou, mé napadlo prozkoumat, zda reprezentace

1 https://gcc.gnu.org/onlinedocs/gce/ 005f 005fint128.html
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prvocisel ve dvojkové soustavé neni nécim zajimava. Postupné jsem tomuto tématu vénoval
vice a vice Casu. Dnes lezi tézisté mé prace pravé v této plivodné neplanované odbocce.

Prace se tedy sklada ze dvou oddélenych celkd. Prvni se vénuje riznym metodam testovani
prvociselnosti. Od nejjednodussich metod za pomoci déleni nebo Eratosthenova sita postupné
pfechazi k BPSW pravdépodobnostnimu testu a ECP testu. Hlavnim cilem prvni &asti je
méfeni vykonnosti téchto metod pro &isla v rozsahu 2 — 263, tedy v rozsahu, na ktery nestadi
64-bitovy datovy typ dnesnich pocitacu. Vysledkem prvni Casti je zavér, ze v béznych
domacich podminkach neni realistické provéfit spolehlivost BPSW testu v uvedeném rozsahu.
Vénoval jsem se i zajimave otazce sloZitosti vypocltu koeficientu D vyZadovanym Lucas-
Selfridgeovym testem.

Druhé &ast prace se pak zabyva rozloZzenim prvodisel na intervalech mocniny dvou. Ustfedni
otazkou je studium prvocisel v jejich dvojkovém rozvoji a rovhomérnost jejich rozlozeni pfi
povinném nastaveni dvou bitll. V zavérecné Casti je pak zkoumano rozlozeni prvocisel s jinou
podminkou: povinném nastaveni zvoleného poctu bitd. Toto zkoumani vedlo na objeveni
pilovit¢ anomalie v rozlozeni prvocisel u lichych fez(l, které se nepodafilo vysvétlit a
predstavuje tak nejzajimavéjsi Cast prace.



BPSW test

V mnoha odvétvich matematiky se feSi uloha, zda je néjaké velké Cislo prvocislo, &i ne. Test,
zda x je prvocislo, je vypoc&etné narocny. V praxi se proto ¢asto pouZivaji pravdépodobnostni
testy, které jsou vypocetné mnohem rychlejsi nez tzv. deterministické testy. Napfiklad znamé
aplikace Maple a Mathematica udajné vyuzivaji tzv. BPSW pravdépodobnostni test (a asi jej
kombinuji i s dalSimi pravdépodobnostnimi testy).

BPSW test? byl vytvoreny ¢tyfmi matematiky: Robert Baillie, Carl Pomerance, John Selfridge
a Samuel Wagstaff, podle nichz se test jmenuje. O tomto testu vime, Ze pro vSechna Cisla az
do 2% (18 446 744 073 709 551 616) vraci spravny vysledek, tzn. Ze vSechna ¢isla oznacena
jako pravdépodobna prvocisla opravdu jsou prvocisla. Zaroven ale jeden z otcl testu (Carl
Pomerance) v roce 1984 predlozZil hypotézu®, Ze existuje nekonet¢né mnoho tzv. BPSW
pseudoprvocCisel. BPSW pseudoprvocislo je takové Cislo, o kterém BPSW test tvrdi, ze je
pravdépodobné prvocislem, ale ve skuteCnosti je to Cislo slozené. Na objeveni (slabého)
BPSW pseudoprvodisla je jiz od roku 1980 vypsana autory testu odména 30$. Podobné
drobné odmény byvaiji ¢asto vyplaceny kratce po jejich vypsani. Toto vSak neni pfipad odmény
na BPSW pseudoprvocislo, které domnivam se predstavuje oproti pivodnimu ocekavani

Cilem profilové prace je otestovat Cisla i za hranici 254 a zjistit, zda se za touto hranici
nevyskytuje BPSW pseudoprvocislo. Pokud nedojde k objeveni BPSW pseudoprvocisla, dojde
naopak k rozsifeni hranice, kdy je mozné tento test bez obav pouzivat misto pomalejSich
deterministickych testd. V idealni varianté by doslo k otestovani isel v rozmezi od 254 az do
2%, ¢imz by doslo ke zdvojnasobeni dosud znamé hranice spolehlivosti testu.

Existuji indicie*, Zze BPSW pseudoprvocislo nebude v testované hranici existovat. Konkrétné
program PRIMO, obsahuje ve standardnim béhu i test na BPSW pseudoprvodislo. Za nékolik
let jeho béhu se dosud Zadny kandidat neovéfil jako BPSW pseudoprvodislo a autor programu
M. Martin, ktery je zarovenn matematik zkoumajici eliptické kfivky, odhaduje, Ze nebude
existovat zadné BPSW pseudoprvoéislo mensi nez 1010000

Vypocetni slozitost ulohy (a tim i realistické dosazeni cile) nebylo mozné stanovit dopfedu,
zejména s ohledem na skute€nost, Ze sou€asné pocitaCové procesory zaloZzené na 64bitové
architekture zvladaji operace déleni pouze pro ¢isla do 2%4. Pro provadéni matematickych
operaci pro vétsi Cisla je nutné pouzivat specialni knihovny (napf. GNU MP?®), které dokazi
pracovat v podstaté s libovolné velkymi Cisly. Nejsou tedy omezeny standardni velikosti
datového typu 64bitové architektury pocitact a limit na jejich velikost je v praxi dan jen velikosti
dostupné operaéni paméti pocitate a vykonu procesoru. Umoznuji tak operace s Cisly, které
maji napfiklad 100 milionu cifer. Nevyhodou téchto knihoven je vyrazné pomalejSi vypocet.
Napriklad i prosté déleni Cisla je o nékolik fadu pomalejsi. Neni tedy jasné, zda by provéreni
vSech Cisel do zminéné hranice trvalo mésice, roky, i stovky milionu let.

2 https://en.wikipedia.org/wiki/Baillie%E2%80%93PSW primality test
3 https://faculty.lynchburg.edu/~nicely/misc/bpsw.html

4 http://mathworld.wolfram.com/Baillie-PSWPrimality T est.html

5 https://gmplib.org/
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Postup prace

Volba a pfiprava prostredi

Nejprve bylo nutné zvolit vhodné nastroje. Po prvotnim prizkumu moznosti bylo zifejmé, Ze
dostupné algoritmy jsou nejCastéji zaloZzené na jazyce C, ktery se pouziva pro implementaci
algoritm0, kde jde v prvé Ffadé o rychlost a efektivitu vypoctl. Pro jazyk C existuje nékolik
riznych prekladaci. Nejvice pouzivané jsou Microsoft C, Clang a GCC.

Pohledem do zdrojovych kédu nékterych algoritm( pro vypocet prvocisel bylo jasné, ze autofi
se nejvice opirali o preklada¢ g++ ze sady kompilatord GNU Compiler Collection GCC® a o
knihovnu pro praci s velkymi €isly GNU MP evidentné v prostiedi Linux.

Linux, Ubuntu, WSL

Prvnim krokem tedy bylo zajistit prostfedi Linux:

e Nakonec jsem zvolil prostiedi Ubuntu’ ve verzi 18 a pozdéji i ve verzi 20. Vyuzil jsem
moznost rozbéhnout Ubuntu pfimo ve Windows 10 pod WLS® (Windows Linux
Subsystem) verze 1, pozdéji Microsoft vydal aktualizovanou verzi WSL verze 2. Jedna
se o relativné nedavnou aktivitu spolecnosti Microsoft umoznujici béh nékterych
distribuci Linuxu pfimo pod Windows, ktera vyuziva schopnosti virtualizace
soucasného hardwaru.

e Zaroven jsem nainstaloval plnohodnotny operaéni systém Xubuntu 18 v reZzimu dual
boot, ktery jsem pouzival jen pro porovnani rychlosti b&hu algoritmu pod WLS a pfimo
pod Linuxem. Ukazalo se, Zze béh algoritmd pod Linuxem byl rychlejsi jen o necelé
jedno procento, takze jsem pak nadale vyuzival systém WLS pod Windows, na kterém
probéhla i veSkera méfeni.

Vypocty byly provedeny na domacim notebooku: Lenovo Yoga 720 s procesorem Intel i7
7700HQ @ 2.8GHz, 16GB RAM.

Preklada¢ C++

V pribéhu prace jsem pouzival rizné verze prekladace g++, pfi dokon&eni pak verzi z GCC
10.2. P¥i prekladu jsem pak vynucoval verzi standardu C++ z roku 2017 zejména z ddvodu
dostupnosti standardizované knihovny pro praci se souborovym systémem (tzv. knihovna
std::filesystem®), ktera v nizSich verzich standardu C++ neni dostupna.

V pfipadé potfeby tvorby programu by bylo mozZné zdrojovy kdéd prelozit pfimo pod
implementaci GCC pro prostfedi Windows, konkrétné napfiklad v prostfedi MinGW?°, které
jsem ale dosud neuskutecnil. Je mozné, Ze zdrojovy kdéd by vyzadoval drobné uUpravy
(naptiklad pfi ukladani souboru s prvocisly do hranice 232). Zaroveri by bylo obtizné provést
optimalizaci knihovny GNU MP, pravdépodobné by se musela vyuzivat verze dodavana spolu
s MinGW.

6 https://en.wikipedia.org/wiki/GNU Compiler Collection

' https://en.wikipedia.org/wiki/Ubuntu

8 https://en.wikipedia.org/wiki/Windows_Subsystem for_Linux
9 https://en.cppreference.com/w/cpp/filesystem

10 https://en.wikipedia.org/wiki/MinGW
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Jako vyvojové prostiedi jsem pouzival Visual Studio Code!! od spole¢nosti Microsoft, které
velmi dobfe spolupracuje se systémem WSL.

Knihovna pro praci s velkymi Cisly GNU MP

VétSinu méreni jsem pak provedl na GNU MP knihovny verze 6.2.0, ktera oproti star§im verzim
obsahuje optimalizaci klicové funkce mpz_powm??. Knihovnu jsem pro dosazeni lep$iho
vykonu linkoval staticky, coz znamena, ze cela GNU MP knihovna je pfimo soudasti
vytvofeného programu. Tato volba ma vyhodu v rychlejS§im volani jednotlivych funkci
a drobnou nevyhodu ve vétsi velikosti programu v paméti pocitae. Na druhou stranu
dynamicky linkovana knihovna muze byt sdilena vicero programy, coz ale zpusobuje malé
zpozdéni pfi volani funkci knihovny. Je nutné vzit do uvahy, Ze pro otestovani jednoho
prvocisla je nutné mnoho volani riznych funkci knihovnu GNU MP. A vytvofeny program ma
za Ukol otestovat v podstaté nepredstavitelné mnoho éisel (jisté vice nez 2°2. Cely rozsah Gisel
je 2%, ale netestujeme Cisla suda a dale nasobky nizkych prvodisel). | drobna Uspora pfi
kazdém volani tak pfedstavuje pfinos. Tato optimalizace vedla na zrychleni do 3% v zavislosti
na konkrétnim algoritmu.

Knihovna GNU MP umoznuje i optimalizaci pro konkrétni pocita¢, kde dojde k otestovani
moznosti a konfigurace konkrétniho pocitace (procesor, velikost paméti...) a zaroven je mozné
nastavit i rozsahlou sadu riznych nastaveni knihovny (napfiklad rozsah rdznych dopfedu
spocitanych hodnot, které Setfi dobu béhu nékterych algoritmd na Ukor pozadované paméti).
Takto nakonfigurovanou knihovnu je pak nutné pfelozit. Tento krok nebyl zdaleka tak
jednoduchy, jak se zdalo z dokumentace a nakonec jsem neuspél. Pfedstavuje jednu
Z moznosti optimalizace algoritml. Nicméné od této moznosti Ize oCekavat jen velmi drobné
zlepSeni vykonu, ne zasadni feSeni vykonnostnich problému.

11 https://code.visualstudio.com/
12 https://gmplib.org/manual/Integer-Exponentiation
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Deterministicke testy

Ovéreni spolehlivosti BPSW pravdépodobnostniho testu vyZaduje, aby kazdé &islo oznadené
BPSW testem za pravdépodobné prvocislo bylo nasledné provéfené na prvoCiselnost
deterministickym testem. Deterministické testy prvociselnosti Ize rozdélit na testy nazyvané
jednoduché, které byly znamy jiz ve starovéku a neni je obtizné naprogramovat, a ostatni,
které vychazi z moderni matematiky a jejichz pochopeni i algoritmy jsou velmi slozité. Nejprve
jsem se rozhodl| vyzkousSet pouzitelnost jednoduchych testu.

Test prvocCiselnosti délenim

Toto je nejjednodussi prvodiselny test. Testované Cislo postupné délime a zkoumame zbytek
po déleni. Je-li zbytek po déleni néjakym délitelem 0O, testované €islo neni prvodéislo, ale €islo
slozené. Pro prokazani prvocCiselnosti je tfeba postupné vyzkouSet vSechna Ccisla az
do odmocniny z testovaného €isla. Pfi tomto testu se nejcastéji pouziva jedna z nasledujicich
dvou optimalizaci:

1. Po testu na délitelnost 2 se jiz pfeskakuje déleni vSemi sudymi &isly
2. Po testu na délitelnost 2 a 3 se preskakuji vSechny nasobky Cisel 2 a 3. Staci pak
otestovat jen Cisla ve tvaru
o 6k+1a
o 6k+5.

Cisla v nasledujicich tvarech jsou evidentné slozena:

e 6k jsou délitelna Cisly 2 a 3
e 6k + 2 jsou délitelna Cislem 2
e 6k + 3 jsou délitelna Cislem 3

Eratosthenovo sito, primorial

Popsané optimalizace jsou specialnim pfipadem tzv. Eratosthenova sita'®. Popsany pfistup
Ize zobecnit i na nasobky vysSich prvocisel. V mém piipadé se osvédcCilo netestovat nasobky
téchto prvodisel: 2,3,5,7,11,13,17,19, 23. Pfeskakovat vysSi prvocisla se postupné stava
nepraktické. Toto tvrzeni je potfeba dukladnéji rozebrat. Nejprve vSak bude potfeba popsat
novy matematicky termin, tzv. primorial, ktery je definovan jako soucet po sobé jdoucich
prvocisel. Pfesnéji, je-li p,n-té prvocislo, oznaéme jeho promorial p, # jako:

pn#t = [lk=1Dk

Symbol IT je standardni oznaceni pro soucin prvkd posloupnosti.

Priklady:
o 2# =2
o 3H#H =2-3=6
e S# =2-3-5=30
o 7#=2-3-5-7=210
e 11# =2-3:5-7-11=2310
e 13# =2-3:5:-7-11-13=30030
e 17# =2-3-5-7-11-13-17 =510510

13 https://cs.wikipedia.org/wiki/Eratosthenovo s%C3%ADto
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19# = 2 -3-5-7-11-13-17-19 = 9699 690
23# =2-3-5-7-11-13-17-19- 23 =223 092870
29# =2 -3-5-7-11-13-17-19- 23 - 29 =6469 693 230

Primorial je funkce, ktera velmi rychle roste. Lze ji srovnavat s faktorialem, ktery v soucinu
nevynechava slozena Cisla a roste tak jesté rychleji. Hodnoty primorialG jsou vzdy tzv.
bezctvercova ¢islat4, nebot v jejich prvociselném rozkladu neni zadny cinitel v druhé nebo
vy8Si mocniné.

Podivejme se, jak by vypadala uprava testu prvociselnosti, ve kterém by se netestovaly
v8echny nasobky prvocisel 2, 3,5, 7.

Nejprve je tfeba otestovat délitelnost testovaného &isla na prvocisla 2, 3,5, 7.

V daldim kroku postupné prochazime potencialni délitele az do odmocniny
z testovaného Cisla.

Potencialni délitele musime rozdélit do dvou skupin na ty, které jsou délitelné prvocisly
2,3,5,7 , aty které délitelné nejsou.

Jak zjistit, zda potencialni délitel x je, & neni délitelny prvodisly 2,3,5,7 ? Toto Ize
shadno rozhodnout nasledujici ivahou:

o Testovaného délitele x Cisla Ize rozlozit na souCet x =n-7# + k.

o Jde o rozklad na nasobek primorialu a zbytek k, ktery nabyva hodnoty mezi 0
a7#—1.

o Libovolny nasobek primorialu n - 7# je nutné délitelny véemi prvodisly 2, 3,5, 7.
Otazka, zda potencialni délitel x je &i neni délitelny prvocisly 2,3,5,7 se tedy
redukuje na otazku, zda je, €i neni délitelny zbytek k prvodisly 2,3,5,7.

o Je-li zbytek k Cislo soudélné s primorialem 7#, je i cely potencialni délitel
xnasobkem nékterého prvocisla 2,3,5, 7.

o Naopak, je-li zbytek k nesoudélny s primorialem 7#, neni potencialni délitel x
nasobkem prvocCisel 2,3,5,7 a je tfeba jej pouzit v testu prvociselnosti
ke zkoumani zbytku po déleni.

Uvedeny pfiklad Ize samoziejmé zobecnit pro libovolnou vétsi posloupnost prvocisel.

Po tomto pfikladu je vhodny okamzik vratit se k tvrzeni, Ze sada prvocisel
2,3,5,7,11,13,17,19, 23 je pro algoritmus optimaini.

Necht je nyni y testované Cislo a r = ﬁ

Nejprve je tfeba zjistit zbytek po déleni testovaného Cisla y postupné vSemi prvocisly
2,3,5,7,11,13,17,19, 23.

Dale je tfeba oblast potencialnich déliteld 0..r rozdélit na useky dlouhé 23# =
223 092 870. Takovych Useku je é s tim, Ze posledni Usek muze byt kratSi a prvni

usek ma hodnotu n = 0.

Uvnitf kazdého useku n je potieba pro vdechna k = 0..223 092 869 rozhodnout, zda
je nutné potencialniho délitele pouzit, nebo jej rovnou preskocit.

Kritériem je nesoudélnost Cisel k a 23#.

Cisla k vintervalu 0..223 092 869 Ize otestovat na nesoudé&lnost s primorialem jednou
na zacatku algoritmu a tuto informaci uloZit do pomocného pole, odkud bude vyuzivana
opakované pro vSechny useky n .

Je ziejmé, Ze jednorazovy vypocet tohoto pole stoji ur€ity strojovy ¢as a ulozené pole
zabira pamét.

14 hitps://cs.wikipedia.org/wiki/Bez%C4%8Dtvercov%C3%A9 cel%C3%A9 %C4%8D%C3%ADslo
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e P¥i pouziti delSi sady prvocisel tyto naroky prudce rostou. Zejména potfebna pamét
pro ulozeni nesoudélnych Cisel zaéne pomérné rychle omezovat chod celého pocitace
a béh algoritmu nebo rovnou prekroci dostupnou operacni pamét pocitace.

e V praxi je potfeba tedy sadu prvocisel optimalizovat. Hodnota 23# pfedstavuje pravé

takovou rozumnou hranici.

Ukazuje se, Zze s rostouci sadou prvocisel prudce roste délka Usek( (dana hodnotou
primorialu) i po€et nesoudélnych Cisel s pfislusnym primorialem. Efektivita algoritmu je dana
podilem téchto dvou hodnot. Nabizi se tedy otazka tuto efektivitu vyhodnotit spocétenim

procentualniho zastoupeni hodnot k, které je nutné testovat, vici délce Useku.

Tuto otazku pro nékolik prvnich primoriald fes$i nové vytvofena metoda programu
EratosthenesEffectivity. Vypocet se postupné zpomaluje. Je zajimavé, ze tento vysledek se

nepodarilo nikde na internetu nalézt.

Primorial Hodnota Nesoudélnych Efektivita
primorialu délitela
2# 2 1 50,00%
3# 6 2 33,33%
5# 30 8 26,67%
T# 210 48 22,86%
11# 2310 480 20,78%
13# 30 030 5760 19,18%
17# 510 510 92 160 18,05%
19# 9 699 690 1 658 880 17,10%
23# 223 092 870 36 495 360 16,36%
29¢# 6 469 693 230 1021 870 080 15,79%
31# 200 560 490 130 30 656 102 400 15,29%
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Z vypoctu plyne, ze pfi pfeskakovani nasobku prvocisel 2,3,5,7,11,13,17,19,23 je oblast do
odmocniny z testovaného Cisla rozdélena na useky dlouhé pfiblizné 223 miliont a v paméti je
nutné drzet seznam asi 36 miliont nesoudélnych déliteld, coz vede na efektivitu 16,36%. PFi
pfidani dalSiho prvocisla by useky byly dlouhé asi 6 470 miliond a seznam nesoudélnych
prvocisel by narostl asi na jednu miliardu, pfi¢emz efektivita by se zlepSila jen nepatrné na
15,79%. Tim je usudek o efektivité fadné podlozeny.

Test prvocCiselnosti pomoci déleni prvocCisly

Pokud jsou k dispozici spoc¢tena prvocisla az do odmocniny testovaného Cisla, je mozné
predchozi algoritmus zefektivnit délenim pouze témito prvocCisly. PFi testovani Cisel s horni
hranici 2°° je potfeba uloZit do paméti po&itate prvocisla do hranice 23%°. Podivejme se na
pamétové naroky. Prvocisla do 232 je mozné uloZit do 16-bitového datového typu, zatimco
vySSi prvocisla je nutné ukladat jiz do 64-bitového datového typu (a tedy do jiného pole), kazdé
Cislo zabira dvojnasobek paméti. Prvocisel do 232 je 203 280 221 a zabiraji necelych 776 MB
paméti. Prvogisel nad tuto hranici mensich nez 2325 je 79 550 350 a zabiraji necelych 607 MB
paméti. Bézny souCasny domaci pocitaC zvladne ulozit do operacni paméti obé tyto pole
soucasné. Tato otadzka nebyla do okamziku naprogramovani a praktického vyzkouseni viibec
jasna. Hrozilo riziko, Ze vypoctena prvocisla nebude mozné v paméti pocitaCe najednou
ukladat, coz by znamenalo, Zze bude algoritmus nepouZitelny pro praktické pouZiti.

Vypocet téchto poli pomoci Eratosthenova sita zabira fadové desitky minut, coZz na prvni
pohled neni mnoho. Pfesto pro rychlé opakované spousténi programu (napfiklad pfi ladéni) je
naprosto nutné obé spoctené pole ulozit do dvou souborl. Jejich nadteni z disku pak pfi
spusténi programu je otazka nékolika malo vtefin.



Test prvociselnosti zaloZzeny na kombinaci pfedchozich pfistupu

Oba pfristupy Ize kombinovat. Takovy algoritmus pfi vypoctu zbytku po déleni nejprve Cerpa
z pfedem pfipravenych prvocisel mengich nez 232%a po jejich vy&erpani pokraduje prvocisly
v 64-bitovém datovém typu az po jejich vyCerpani. Pak algoritmus pokracuje Eratosthenovym
sitem s pfeskakovanim nasobku prvocéisel 2,3,5,7,11,13,17,19,23.

Pouzitelnost jednoduchych deterministickych testd

Pfestoze uvedené testy postupné zlepSovaly vykonnost, ovéfeni jednoho Cisla ve zkoumaném
rozmezi 264 — 25 trvalo fadové nékolik minut. | bez pfesného vypodtu je okamzité ziejmé, ze
uvedené jednoduché testy nejsou pro praktické ovéfeni BPSW testu pouzitelné.

Bylo nutné najit efektivnéjSi deterministicky test. Po studiu vykonnosti existujicich testt byl
vybran tzv. APR-CL test.

Deterministicky APR-CL test

APR-CL*® deterministicky test vynalezeny v roce 1984 je nazvan podle inicialu svych autor(:
Leonard Adleman, Carl Pomerance, Robert Rumely. O rok pozdéji test dale vylepsili
matematici Henri Cohen a Hendrik Willem Lenstra. Pro progam jsem pfevzal implementaci
algoritmu nazvanou mpz_aprcl*® poskytovaného zdarma pod licenci svobodného software
GNU Library or Lesser General Public License!’ version 3.0 (LGPLv3).

Pravdépodobnostni testy

V8echny nasledujici testy jsem prevzal ze stranek!® Thomase R. Nicelyho, ktery dal testy
v roce 2009 volné k dispozici bez jakéhokoliv licenéniho omezeni (freeware). V kodu jsem
proved| nékteré upravy:

e Pfevod z jazyka C do jazyku C++.
e Odstranéni statickych proménnych pro budouci podporu paralelniho béhu.
e Prevod na 64-bitové celoCiselné proménné

Pfi upravach ve slozitém kédu, kde neni ziejmy smysl algoritmu, hrozi riziko zavle€ené chyby.
Test jsem tedy otestoval na vSech prvocislech vygenerovanych pomoci Eratosthenova sita,
dale pak na nékolika vétSich prvoCislech ziskanych kombinovanym algoritmem a nékolika
prvocCisly ziskanych z internetu.

Miller-Rabin(v test

Miller-Rabinav test'® pochazi z roku 1980, kdy matematik Michael O. Rabin navazal na objev
Garyho L. Millera z roku 1976. Test neni pfilis slozity na implementaci a je tedy velmi rozSifeny.

15 https://en.wikipedia.org/wiki/Adleman%E 2%80%93Pomerance%E2%80%93Rumely primality test
16 https://sourceforge.net/projects/mpzaprcl/

17 https://cs.wikipedia.org/wiki/GNU Lesser General Public License

18 https://faculty.lynchburg.edu/~nicely/misc/bpsw.html

19

https://cs.wikipedia.org/wiki/Miller% C5%AFV%E2%80%93Rabin% C5%AFv_test prvo%C4%8D%C3%
ADselnosti
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V praktickych algoritmech se test nékolikrat opakuje pro rizné tzv. baze, ¢imz se snizuje
pravdépodobnost chybného oznadeni testovaného Cisla za pravdépodobné prvocislo. Kazda
baze generuje jinou sadu pseudoprvocisel. Pokud se test pousti pouze jednou a neni feeno
jinak, pfedpoklada se baze dana Cislem 2.

Zasadni Cast testu je tato:

e Necht X je testované Cislo a zvolena baze je 2.

Nejprve Cislo X zmenSime o 1, ¢imz ziskame Cislo sudé. Z né&j odstranime v jeho
rozkladu na soucin pfipadné mocniny 2. Samoziejmé velmi ¢asto v takovém rozkladu
zadna dvojka byt nemusi a vysledkem tohoto kroku tedy mize byt hodnota X — 1.
Oznacme takto ziskané €islo Y .

V dal$im kroku spoéteme 2Y mod X.

Je jasné Ze hodnota 2Ymuze byt velmi velké &islo, nestaci na néj 64 bitd, ani 128 bitd,
na jeho reprezentaci v pocitaci bychom potfeboval Y bitGd. Toto Cislo nedava smysl
pfimo pocitat, staci zjistit zbytek po déleni testovanym d&islem X. Existuji rizné
algoritmy s rGznymi strategiemi optimalizace. Zalozené na opakovaném mocnéni a
prubézné analyze vysledného zbytku.

e Konkrétné knihovna GNU MP obsahuje tento vypocet v metodé mpz_powm a ve verzi
6.2 obsahuje i specifickou optimalizaci pro bazi 2. Snaha o odstranéni knihovny GNU
MP a jeji nahrazeni vlastnim rychlym kédem zaloZzenym na 128-bitovém datovém typu
se tedy jevi jako velmi sloZita a nepfilis nadéjna. Proto jsem od tohoto optimalizaéniho
napadu upustil.

Lucas-Selfridgeuv test

Tento test je opét pojmenovan po dvou matematicich. Prvnim z nich je Frangois Edouard
Anatole Lucas (1842-91), ktery se zabyval Fibonacciho posloupnosti, zlatym fezem a
tzv. Lucasovymi posloupnostmi. Druhym matematikem byl John Lewis Selfridge (1927-2010).
Tento test existuje ve slabé a silné varianté. Nezkoumal jsem jejich vzajemné rozdily ani bliz8i
podstatu téchto testd.

BPSW test

Vhodnym propojenim uvedenych dvou testl ziskame BPSW test. Konkrétni popis testu je
tento:

e Na vstupu se pfedpoklada liché E&islo. Prvocislo 2 a suda Cisla musi byt otestovany
pfed vlastnim algoritmem.

e Volitelné je vhodné provést test na délitelnost nékolika malych prvocisel (uvadi se napf.
do 101). Tento krok zavadi urc€itou vagnost do definice testu. Krok je minén pouze jako
optimalizace. Zfejmé se nepfedpoklada, Zze by mohlo existovat BPSW pseudoprvocislo
délitelné néjakym malym prvocCislem, ale tuto otazku nejsem schopen zodpovédét.

e Provede se Miller-Rabinuv test s bazi 2. Pokud oznaci testované Cislo jako slozené,
test kon¢i.

e Dale je tfeba nalézt prvni Cislo D z posloupnosti 5,—-7,9,—11,13,—15,17,—19,..., pro

které bude platit, ze Jakobiho symbol? (g) =—1.

20 https://cs.wikipedia.org/wiki/Jacobiho symbol
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o Jakobiho symbol je dulezity pro teorii Cisel. predstavuje zobecnéni tzv.
kvadratického zbytku?. Jeho nazorné vysvétleni Ize nalézt v mnoha videich na
YouTube. Do jeho hlubsiho pochopeni jsem se nepoustél.

o Kazdopadné jeho vypocet neni slozité pochopit. V knihovné GNU MP existuje
implementace vypoc¢tu Jakobiho symbolu. V pfipadé pfechodu na vypocet
pomoci 128-bitového datového typu by mohlo dojit ke zna¢né optimalizaci.
Opét se ale jedna o optimalizaci, kterou jsem se po zvazeni a studiu naro¢nosti
rozhodl nerealizovat.

o Vypocet koeficientu D muze byt teoreticky velmi naro¢ny. V Uplné nejhor§im
pfipadé se zkouSeni ¢lenl popsané posloupnosti zastavi az u odmocniny
Z testovaného disla. V praxi se vSak ukazuje, ze se koeficient Ddafi nachazet
velmi rychle.

e V dalSim kroku se nastavi dvojice €isel P =1a Q = (1 —D)/4. Tyto dvé hodnoty se
pouziji jako vstup pro Lucasuv test. Pravé kombinace splnéni téchto vstupnich
podminek a Lucasova testu se nazyva Lucas-Selfridgeuyv test.

V GNU MP knihovné je naprogramovan BPSW test, jehoz algoritmus se odliSuje od vyse
popsaného postupu. Je provadéno vice Miller-Rabinovych testll a vibec nedochazi k hledani
koeficientu D. Tento test ale neni soucasti oficialni dokumentace. Presto vSak ukazuje, ze
definice BPSW testu nemusi byt vnimana zcela jednotné.

Existuje dal$i varianta, kdy je misto standardniho Lucas-Selfridgeova testu pouzita jeho
silngjs$i varianta (tzv. silny Lucas-Selfridgelv test). Touto silnou variantou jsem se ale
nezabyval.

Algoritmus

Vzhledem ke katastrofickym vysledkim méfeni doby béhu jednotlivych testld jsem ani
nevytvarel algoritmus pro ovéfovani BPSW pravdépodobnych prvocisel. Jadro algoritmu by
vSak vypadalo pfiblizné takto:

e Algoritmus zahaji vypocet na hranici 2°* a postupné zvy$uje testované &islo. Pokud
BPSW test vrati, Ze se jedna o pravdépodobné prvocislo, dojde k ovéfeni
deterministickym testem APR-CL.

e Testovany interval by algoritmus  prochazel pomoci  Eratosthenova
sita, kdy by se automaticky pFeskakovaly nasobky nasledujicich prvocisel:
2,3,5,7,11,13,17,19,23. Toto vychazi z prfedpokladu, z2e v praxi by kazda
implementace BPSW testu méla na zaCatku obsahovat jako optimalizaci test
délitelnosti t&mito prvocisly. Timto by se sniZil poéet testovanych &isel z ptivodnich 264
na 16,36% z této hodnoty.

e Algoritmus by nutné musel byt pfipraven na opakované spousténi a zastavovani
svého béhu. Velikost bloku, ktery se v pfipadé neCekaného ukon€eni musel pocitat
znovu by byla dana primoridlem 23# = 223 092 870.

e Bude nutné pocitat s postupnym zpomalovanim programu, kdy Ize pfedpokladat, ze
vypocet pro vétsi Cisla bude vétSinou pomalejsi. Program si bude sdm méfit, ukladat
dobu béhu a optimalné i odhadovat dobu pro dokonc&eni.

21 https://cs.wikipedia.org/wiki/Kvadratick% C3%BD zbytek
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e VSechny metody jsou pfipraveny na paralelni spusténi na vice jadrech procesoru.
Paralelni programovani predstavuje pomérné komplikovanou oblast programovani,
takZe jsem tuto problematiku ani nezacal studovat.

VétSina stavebnich kamenu je pfipravena pro slozeni do vysledného algoritmu. Nedava vsak
smysl ladit algoritmus, ktery by nikdy nedobéhl.

Méreni koeficientu D

VedlejSim cilem prace je i analyza koeficientu D, ktery je tfeba vypocitat pro Lucas-Selfridgelv
test. VySe tohoto koeficientu je teoreticky omezena pouze odmocninou z testovaného disla.
Pro praktické uziti jsou ale nasledujici otazky velmi praktické:

e Kaolik koeficientll D je obvykle potfeba vyzkous$et, nez je nalezen vyhovuijici koeficient
D?
e Nenastavaji vyjimeéné pfipady, kdy se koeficient D hleda extrémné dlouhou dobu?

Proved| jsem tfi méfeni procentualni Cetnosti konkrétnich koeficientd D na tfech rdznych
vzorcich Cisel:

Vzorek | Zacatek Konec Délka Popis
A 26% +1 204 +1 | 231 =, Eratosthenovo sito spusténé od
+ 231 2 147 483 648 | hranice 25* za vyuZiti primorialu

23#. Slo tedy o smés prvodisel a
béznych Cisel, ze kterych jsou
odstranény nasobky malych
prvocisel.

B 265 -1 205—1 [ 231 = Shodné jako u A.
—23 2 147 483 648

U vzorkd A a B jde o smés prvocisel a béznych Cisel, ze kterych jsou odstranény nasobky
malych prvocisel do 23.

Vzorek | Zaéatek Délka Popis

P Prvni prvogislo po 26* | 226 Vzorek sloZeny jen z
= 67 108 864 | prvocisel.

Pomoci vytvofeného programu jsem napocital histogramy koeficientd D. VSechny ffi
histogramy pro vzorky A, B a P jsou zobrazeny na nasledujicim grafu. Osa x zobrazuje
koeficient D, na ose y jsou procenta, jejichz zakladem je pocet &isel v daném vzorku. Udaj pak
vyjadfuje relativni ¢etnost konkrétniho koeficientu ve vzorku.
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Méreni ukazalo, ze histogramy pro vSechny ftfi vzorky jsou velmi podobné, na grafech
histogrami nejsou odchylky okem pozorovatelné. Ukazuje se u vSech vzork( az na velmi
malou odchylku plati:

Prvni koeficient 5 vyhovuje poloviné vSech testovanych Cisel,
Druhy koeficient —7 vyhovuje asi ¢tvrtiné vSech testovanych Cisel,
Ctvrty koeficient —11 vyhovuje asi osminé testovanych &isel

Paty koeficient 13 vyhovuje zhruba Sestnactiné testovanych Cisel

Treti koeficient 9 a stejné tak i koeficient 21 nevyhovuji Zadnému ¢islu. Tento poznatek nebyl
nikde v literatufe zminén. Neni zfejmé, zda by toto pozorovani platilo obecné pro viechna
Cisla. V takovém pfipadé by jejich vynechani pfi vypoctu koeficientu D pfedstavovalo vhodnou
optimalizaci.

Zdrojova data pro tvorbu vySe uvedeného grafu jsou vidét v nasledujici tabulce:
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Koeficient D P A B

5 50,003403 50,023956 50,024017
-7 24,997267 25,000003 24,999999
9 0,000000 0,000000 0,000000
-11 12,501185 12,500003 12,500002
13 6,250198 6,250000 6,250002
-15 3,124112 3,124997 3,125000
17 1,561783 1,562497 1,562502
-19 0,779399 0,781249 0,781252
21 0,000000 0,000000 0,000000
-23 0,390801 0,390625 0,390617
vyssi 0,391851 0,366670 0,366609

Hodnoty koeficientu D , kde bylo potfeba nejvySSi pocet krokU a vlastni testované Cislo
zobrazuje nasledujici tabulka:

Vzorek D Testované cislo
A -107 18446744075355579421
B 113 36893488147322959681
P 137 18446744076220818901

| pfes velmi podobné chovani koeficientu D v podkladovych datech existuji drobné odchylky.
Ty je vhodné zkoumat v podobé rozdilu. Nasledujici graf zobrazuje odchylky histogramd pro
vzorky A a B od histogramu pro prvocisla, ktery sam lezi na ose x:
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Z grafu je vidét, ze prvocisla jsou specificka tim, ze koeficient 5 jim ve velmi malé mife vyhovuje
0 néco méné a tento neuspéch se dafi napravit nalezenim vhodného koeficientu az po vice
jak deseti krocich. Pro pochopeni tohoto grafu je zasadni vzit v Uvahu, ze méfitko osy y
pokryva pouze rozsah odchylky do 0,3%.

Poslednim grafem je porovnani histogram A a B, ktery tak popisuje pfipadné rozdily
na zacatku zkoumaného intervalu a na jeho konci. Pro jeho fadnou interpretaci je opét nutné
vzit v Uvahu, ze méfitko osy y je nyni velmi jemné a pokryva odchylky pouze do 0,00005%.
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Opét Ize usuzoval, ze vétsi Cisla jsou specificka tim, ze koeficient 5 jim v opravdu velmi malé
mife vyhovuje o néco méné a tento neuspéch se dafi napravit nalezenim vhodného koeficientu
az po vice jak deseti krocich.

Kazdopadné pro praktické vypocCty jsou rozdily zanedbatelné, neznamy pocet krokd nutnych
pro vypocet koeficientu D nepfedstavuje vyraznou prekazku u naprosté vétSiny Cisel.
Konkrétné vyssi poCet krokll nez deset je potieba jen u méné nez 0,4% Ccisel (na vSech
vzorcich). Detailni rozpad téchto Cisel je v nasledujici tabulce, ktera seskupuje narocnost
vypoctu koeficientu D po desitkach:
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Pocet kroku

pro vypocet D

P

A

B

do 10 99,60814863  99,63332989 = 99,63339052
do 20 0,37956536 0,35650453 0,35649143
do 30 0,01148582 0,00955358 0,00953365
do 40 0,00077635 0,00059806 0,00057016
do 50 0,00002086 0,00001338 0,00001309
do 60 0,00000149 0,00000057 0,00000114
do 70 0,00000149

do 80

do 90

do 100

vysSsi

Prazdné bunky maji vyznam hodnoty 0.

Méreni vykonnosti jednotlivych metod

Méfeni vykonnosti jednotlivych metod je kritické pro odhad doby béhu algoritmu, ktery by
oveéroval spolehlivost BPSW testu. Doba béhu testu mlze byt odliSna na zaatku intervalu nez
na jeho konci. Stejné tak doba béhu jednotlivych algoritmd mize byt zcela jina, pokud jsou na
vstupu pouze prvocisla, coz byl pfipad vSech popsanych trivialnich algoritmu. S timto cilem
byly zkonstruovany tfi vzorky A, B a P popsané v predeslé kapitole. Postupné jsem provadél
mérfeni nasledujicich metod:

Oznaceni Popis

MR Miller-Rabindv test s bazi 2

LS Lucas-Selfridgelv test

LS-D Lucas-Selfridgetv test, ktery konéi pfed€asné vypoctem koeficientu D

BPSW BPSW test, ve kterém do prvni faze MR testu vstoupi vSechna &isla a do
druhé LS &asti vstoupi jen Cisla, ktera MR test neoznadil za sloZzena.

BPSW2 Jina implementace BPSW testu z knihovny APRCL.

APRCL Deterministicky APRCL test

Vysledna méreni pro vzorky A a B shrnuje nasledujici tabulka:
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Oznaéeni Minuty u 264 Minuty u 26> Zpozdéni Roky

MR 7,20 8,07 112,1% 124 681
LS 88,41 162,98 184,3% 2 052 952
LS-D 2,15 2,21 102,6% 35624
BPSW 19,47 30,32 155,7% 406 645
BPSW2 22,76 28,17 123,8% 415 929
APRCL 499,00 632,04 126,7% 9 236 262

Z tabulky je zfejmé, ze BPSW test spravné zacina Miller-Rabinovym testem. Prfipadné
prohozeni pofadi s Lucas-Selfridgeovym testem by bylo nevyhodné. Podobné nedava smysl
zacinat deterministickym APRCL testem a do BPSW testu poustét jen slozena Cisla.

Z Casovych hodnot je ocividné, ze vypocet Lucas-Selfridgeova testu, kondici vypocétem
koeficientu D se s vyS$Simi Cisly nijak vyrazné nezpomaluje. Narlst ke konci intervalu byl jen
2,6%.

Zato u vSech ostatnich testl jsou nartsty ¢asu pro vétsi Cisla jiz vyznamna. Namérené Casy
je nutné pro odhad pfipadného pouZiti na cely interval vynasobit. Vzorky A, B maji délku
23%takZe je nutné ¢asy v minutach nasobit hodnotou 233,

Pro odhad doby béhu algoritm( jsem zvolil primér mezi dobou béhu na vzorku A a na vzorku
B. Postupné zpozdovani metod nebude linearni, takZze méfeni uprostfed intervalu
pravdépodobné nebude odpovidat tomuto priaméru. | pfes popsany nedostatek ve zplsobu
odhadu je ale tabulka dostate¢né vypovidajici.

Vysledek pfevedeny z minut na roky je uveden v poslednim sloupci tabulky. Je ziejmé, ze
pouze prvni faze programu (generovani BPSW prvocisel) by trvala vice nez 400 tisic let.

Vysledna mérfeni pro vzorky A a B shrnuje nasledujici tabulka:

Minuty Roky
MR 1,46 17 065
LS 16,65 194 502
LS D 0,41 4 807
BPSW 18,13 211 804
BPSW2 22,48 262 555
APRLCL 1037,95 12 122 995

Prvodiselny vzorek P ma délku 22°. Dale je nutné zjistit po&et viech prvocislem mezi 24 a
265, Ten jsem odhadl pomoci funkce Li, kterd bude vice popsana ve druhé &asti prace. Zde je
dulezity vysledek, Ze pfiblizny pocet prvocisel odhadnuty touto funkci je
412 246 861 507 631 552. Naméfené Casy je nutné vynasobit podilem velikosti vzorku P a
odhadnutého poctu prvocisel. Vysledek je opét v tabulce v pravém sloupci.
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Tento zjednoduSeny pfistup viibec nezohledriuje zpomaleni algoritmU pro rostouci Cisla.

Druha faze programu (ovérovani prvocisel deterministickym testem) by trvala vice nez
12 miliond let.

Zhodnoceni vysledku méfeni

Vzhledem k obrovskym pozadovanym c¢asum vSech variant vypoéti se ukazuje, ze
zdvojnasobeni dosud platné hranice neni v domacich podminkach realistické. Pfipadné dalSi
optimalizace uvedené ve volitelnych cilech zaméru prace by ur€ité pfinesly dalSi zrychleni.
Velikost tohoto zrychleni by byla rizna:

e paralelni vypocet: podle poctu jader jednoho procesoru napfiklad 8x
e Azure: podle poctu jader a poctu procesoru napfiklad 100x
e distribuovany vypocet: podle poctu uzivatelt napfiklad 10 000x

V kazdém piipadé by ale cil zdvojnasobeni hranice aZz na hodnotu 265 byl stale nedosazitelny.
Realizace puavodniho cile vyzaduje zcela jiny pFistup, nez opakované spousténi volné
dostupnych algoritma. Takovy pfistup by musel kombinovat hlubsi znalosti:

e podstaty prvociselnych testd,
e konkrétniho algoritmu a jejich implementace,
e vnitfniho chodu knihovny GNU MP.

Pravdépodobné by rovnéz kombinoval rychlé operace dostupnych celo€iselnych typl o 64 a
128 bitech s objekty reprezentujici vétsi Cisla. PfedevSim by pak neprochazel testovany rozsah
Cisel linearné, ale v jiném pofadi, které by umoznovalo sdilet nékteré ¢asti vypoctu pro mnoho
Cisel najednou. VSechny tyto popsané naméty jsou vSak velmi narocné.

Na zakladé tohoto poznani jsem se rozhodl jiz neinvestovat ¢as a energii na realizaci téchto
cili a presunul svoji pozornost na zkoumani prvocisel na intervalech délky 2, které jsou
predmétem dalSi kapitoly.
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Rozlozeni prvocisel na intervalech mocnin 2

Dirichletiv teorém

Starofecky matematik Euklides dokazal ve své devaté matematické knize, Ze prvocisel
existuje nekone¢né mnoho. Timto tématem se v devatenactém stoleti zabyval i némecky
matematik P. G. Lejeune Dirichlet (1805-1859), ktery mimo jiné zkoumal rozmisténi prvocisel
na aritmetickych fadach. Jeho objev je nazorné vysvétlen v tomto videu na YouTube:
https://www.youtube.com/watch?v=EK32[07i5LQ

Aritmeticka fada je nekone¢na posloupnost &isel, u nichz je rozdil dvou nasledujicich prvku
(tzv. diference) vzdy konstantni. Nasledujici obrazek ukazuje rozdéleni pfirozenych Cisel
na aritmetické fady definované dle zbytku po déleni 10 (zelena barva) a 4 (okrova barva).

Pravy pfiklad ukazuje rozdéleni vSech pfirozenych Cisel dle zbytku po déleni 4 na C&tyfi
mnoziny:

4k

4k +1
4k + 2
4k + 3

Napfiklad &islo 11 ma po déleni 4 zbytek 3 a patfi tak do aritmetické posloupnosti 4k + 3.

Je zfejmé, Ze v aritmetickych fadach 4k a 4k + 2 se zadna prvocisla (s vyjimkou prvocisla 2)
vyskytnout nemohou, nebot’ vSechny prvky jsou délitelné 2. VSechna prvocisla se nachazeji v
aritmetickych posloupnostech 4k +1 (Casto jsou oznaCované za elfy) a 4k + 3 (Casto
oznadované za skfety - anglicky ‘orcs’). Cislo 2 jediné nezapada ani mezi elfy, ani mezi skrety
a poeticky se nazyva ‘Tom Bombadil'?2.

22 https://www.quora.com/Is-there-a-relation-between-prime-numbers-and-the-sum-of-squares-If-a-
number-can-be-represented-as-the-sum-of-squares-does-it-comes-closer-to-being-a-prime
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Dirichlet dokazal, Zze na kazdé aritmetické posloupnosti nk + q, kde n (skok, délitel) a
q(pocatek, zbytek po déleni) jsou nesoudélna a k pfedstavuje vSechna pfirozena Cisla, lezi
nekonec¢né mnoho prvocisel. Zobecnil tak zmifiovany Eukliddv dikaz. Konkrétné Ize
Dirichletav vysledek pro n = 4 zapsat pomoci nasledujicich rovnic:

. n(i; 4; 1) B 1
i w(i) 2

a zaroven plati:
n(i; 4;3) 1
lim ———— ==
i (i) 2
kde:

e 7(i) je obvyklé ozna&eni pro funkci, ktera vraci pocet prvocisel mensich nebo rovnych
nez Cislo i.
o 1(i;4;3) je obvyklé oznaCeni pro funkci, ktera vraci po€et prvocisel menSich nebo
rovnych i, jejichz zbytek po déleni 4 je 3.
Pojem limity si zaslouzi pfesnou definici i jeji struény vyklad. Rikame, Ze limita posloupnosti X;
je Cislo C (tj. zapis lim x; = C) prave tehdy a jen tehdy, pokud pro kaZde ¢ > 0 existuje index
j—oo
N takovy, Ze pro v3echny vy3siindexy j > N plati Ze |x; — C| < e.

Vztahneme-li definici limity na uvedeny pfipad, konkrétné vyjadfuje skute¢nost, Ze &im vice
Cislo i roste,

e tim vice se podil blizi jedné poloviné

e tj. pro dostatecné velké hodnoty i se uvedeny podil pfiblizi jedné poloviné s libovolnou
pozadovanou pfesnosti.

Uvedeny pfiklad plati i pro libovolné n. Na misto aritmetickych posloupnosti definovanych dle
zbytku po délitelnosti 4, mizeme definovat fady dle zbytku po déleni zcela libovolnym &islem

n. Vysledek limity potom nebude % ale obracena hodnota z po¢tu nesoudélnych Cisel s €islem
n. Napfiklad bude-li n = 10, pocet nesoudélnych &isel s 10 je 4 (konkrétné 1,3,7,9). Limita pro
kazdou aritmetickou posloupnost bude i.

Dirichletv teorém? pfitom plati pro kazdou aritmetickou posloupnost, kde jeji skok n a pocatek
q jsou nesoudélna cisla (a takovychto kombinaci je nekoneéné mnoho!). Dirichletlv teorém
predstavuje tedy podstatné zobecnéni plivodniho Euklidova objevu.

Nekonecny pocet prvocisel se tedy vyskytuje napfiklad v kazdé uvedené aritmetické radé:

o 4k+3,4k+1
e 10k+ 1,10k + 3,10k + 7,10k +9

23 https://en.wikipedia.org/wiki/Dirichlet%27s theorem on arithmetic progressions
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e 1000000k + g pro vSechna q nesoudélna s 1000000

Kazda aritmeticka fada pfitom pfedstavuje zcela specificky fez mnoziny pfirozenych Cisel a
takovychto fezu vSech pfirozenych Cisel existuje nekone¢né mnoho.

O nespoutanosti prvocisel a anomaliich

Teorém vzdy popisuje rozfazeni vSech prvocisel do nékolika aritmetickych fad, pfi¢emz vzdy
vypovida o rozfazeni do fady jako celku, tj. do nekonecné fady neomezené zadnou kone¢nou
hranici. Teorém nevypovida pfimo o rozlozeni kone€¢ného podctu prvocisel mensich nez néjaké
konkrétni pfirozené Cislo n.

Lze si tedy predstavit moznost, Ze zhruba rovnovazného zastoupeni poctu prvocisel mize byt
v nékterych Ffadach dosazeno az po prekonani obrovskych (a prakticky vypocetné
nedosazitelnych) hodnot, s tim, Zze rozlozeni prvocCisel pro mensi hodnoty nemusi byt vibec
rovnomérné.

Praktické méFeni *ale ukazuje, Ze poéty prvocisel pro libovolné zvolenou sadu aritmetickych
fad jsou vyrovnané velmi brzy. Samoziejmé, ze kazdé praktické méfeni nema hodnotu diikazu
a nevypovida o chovani pro nekone¢né mnoho Cisel. Nastésti se ale jedna o intenzivné
zkoumanou ¢ast matematiky. V této souvislosti je vhodné uvést zejména nasledujici dosazené
uspéchy.

Prvnim z nich je snaha aproximovat funkci 7 (x) né&jakou jinou funkci se snadnou definici, a tim
padem i jasného a predikovaného chovani, kterou lze na rozdil od funkce m(x) snadno
zkoumat. Zde matematici objevili funkci inverzniho logaritmického integralu li(x), kterou
budeme definovat v kapitole Funkce li(x),Li(x) a x/In(x). Nyni je dullezita nasledujici
aproximace?®:

Vx - log(x)

[T(x) = li(x)| < 8

SoucCasné je nutné sdélit, Ze platnost uvedené nerovnosti je podminé&na platnosti slavné
Riemannovy hypotézy?®. Nicméné plati, Ze dosazené odhady, které nejsou zavislé na platnosti
Riemannovy hypotézy, poskytuji o néco horsi odhady.

Druhym dosazenym Uspéchem je tzv. Siegel-Walfisz teorém?’, ktery predstavuje zobecnéni
PrvocCiselné véty a Dirichletova teorému. Ve svém dlsledku stanovuje urcitou mez na odchylku
pocCtu prvocCisel na aritmetické posloupnosti, ktera v tomto pfipadé neni nekonecna, ale
omezena néjakou konecnou hranici.

Jiz uvedené véty zde maji ilustrovat nasledujici pfedstavu. Krasa prvocisel spocCiva
ve skutecnosti, Ze maji velmi trivialni definici, ale pfesto je nelze néjak snadno spoutat. Dodnes
v sobé skryvaji fadu tajemstvi, které sou€asni matematici intenzivné zkoumaji.

24 viz napt. jiz zminéné Youtube video popisuijici Dirichletav teorém
25 hitps://en.wikipedia.org/wiki/Prime_number_theorem#Prime-
counting function in_terms_of the logarithmic integral

26 https://cs.wikipedia.org/wiki/Riemannova_hypot%C3%A9za

27 https://en.wikipedia.org/wiki/Siegel%E2%80%93Walfisz_theorem
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Ano, prvocisla jsou nespoutana, ale zaroven se chovaji pomérné ukaznéné, coz bylo napfiklad
ilustrovano vySe uvedenymi uspéchy, které v podstaté stanovuji chovani prvocisel urcitou
mez.

Na druhou stranu je nutné zminit, ze mensi anomalie samoziejmé existuji. Nejvyraznéjsi z nich
pfimo se vztahujici ke zkoumanému tématu je tzv. Chebyshev’s bias?® popisujici pozoruhodné
vytrvalou pfevahu vySe zminénych skietd nad elfy, ktera trva pro prvoc€isla az do zhruba 23
miliard.

Zobecnovat platnost néjakého pozorovani u¢inéného pro urc€itou koneénou mnozinu prvocisel
muUZze byt oSidné. Hezkym ptikladem je tzv. Pdélyova hypotéza?® z roku 1919, ktera na zakladé
tehdy dostupnych pozorovani pfedpokladala, ze vétSinu (tj. vice nez 50%) pfirozenych Cisel
Ize rozlozit na lichy pocet prvocinitelt. Hypotéza byla vyvracena az v roce 1958 sestrojenim
protipfikladu v okoli €isla 1.845 x 10%61,

Jiny pfiklad anomalie tykajici se mezer mezi prvo€isly je uvedeny v podkapitole Interpretace
pozorovani.

Kazdopadné rovnomérnost rozloZeni prvocisel a jeho pfipadnych anomalii pfedstavuje
fascinujici predmét zkoumani matematiky. V dalSich kapitolach budou zkoumany prvocisla na
konecnych intervalech definovanych bitovymi fezy. Intuitivné Ize pfedpokladat, Zze i zde se
prvocisla budou chovat ukaznéné a velikosti odchylek oproti teoretickému oCekavani bude
rovnéz mit néjakou svoji hranici.

28 https://mathworld.wolfram.com/ChebyshevBias.html
29 https://en.wikipedia.org/wiki/lP%C3%B3lya_conjecture
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Bitové fezy

Pokud pfipustime, Ze prvocisla jsou pomérné rovnomérné rozmisténa napfi¢ rlznymi
aritmetickymi posloupnostmi, nabizi se pfedpoklad, Ze rovnomérnost rozmisténi prvocisel
bude mozné pozorovat i pfi jiném zplsobu rozdéleni Ciselné osy nez na aritmetické
posloupnosti.

Pro pocitace je pfirozené pracovat s dvojkovou soustavou. Kazdé pfirozené cislo Ize rozdélit
jako souéet mocnin 2. Jednotlivé bity pak oznacuji, ktera mocnina dvou je v rozkladu
zastoupena:

37 =32+ 4 +1=25+22+2°=100101,
mocninou dvojky, tedy jedni¢kou. Predstavuje fad jednotek a vyjadfuje, zda je Cislo
liché (bit nastaven) nebo sudé (bit nenastaven).

o NejvySsi bit z pfikladu, bit €islo 5, pfispiva do souctu hodnotou 32.

Nejprve je potfeba rozdélit Ciselnou osu na intervaly, které se budou dale délit na fezy. Dirichlet
deélil Ciselnou osu na aritmetické rfady, my rozdélime Ciselnou osu tak, jak je pfirozené pro
pocita€, to znamena za pomoci dvojkové soustavy.

Interval

Zkoumany interval I je vzdy kone¢ny a uréeny néjakou mocninou 2 jako
Iy=<2N;2N*1 1> proN > 1

Vlastnosti:

e Napfiklad interval I,pro mocninu 7 zadina na hodnoté 27 = 128 a kon¢i na hodnoté
28 —1 = 255.

e V binarnim zapisu tedy zacatek intervalu lze zapsat pomoci 8 bitd jako 1000 0000,
a konec jako1111 1111,.

e VSechna Cisla v I;maji nastaven nejvyS$Si bit Cislo 7, ostatni bity Cislo 0 az 6 probihaji
postupné v§emi kombinacemi, kterych je celkem 128 (neboli 27).
Kazdy nasledujici interval je dvakrat delSi nez predchozi interval.
L=<23>1,=<4,7>1,=<8;15>,], =< 16; 31 >
Interval Iyneni intervalem, obsahuje pouze jedno €islo I, = < 1; 1 > a neni ho mozné
dale fezat.

Rezy

Zkoumany interval Iy Ize “roziezat” vicero zpUsoby povinnym nastavenim dalSiho bitu j nizSiho
nez N na 1. V dalSim textu budeme kratkym ozna€enim ‘nastaveny bit’ vZdy rozumét nastaveni
bitu na hodnotu 1.

Iy ; = Iy N {vSechna Cisla majici nastaveny bit j},0 <j <N

Vlastnosti:
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Kazdy fez ma nastavené povinné vzdy dva bity: bit nejvySSi a jeden z niZSich bitd.
Ostatni bity postupné prochazi vSemi moznymi kombinacemi.

Nastavenim bitu 0 dojde k vybrani vSech lichych €isel ve zkoumaném intervalu. Jen
tento fez se sklada z pouze lichych Cisel. Ostatni fezy obsahuji vzdy polovinu Cisel
sudych a polovinu Cisel lichych.

Nastavenim bitu 1 dojde k roziezani intervalu I” na 32 ¢tvefic a do vybéru je vzdy
zafazena vySSi polovina kazdé Ctvefice.

Nastavenim bitu 2 dojde k rozfezani intervalu na osmice a do vybéru je vzdy zafazena
horni &tvefice z kazdé osmice.

Nastavenim bitu 6 u intervalu I,dojde k rozdéleni celého intervalu na dvé poloviny,
pficemzZ do vybéru je zafazena jen horni polovina.

Pro I, dostaneme celkem 7 rliznych fezu, které ziskame postupnym nastavenim bit(
Cislo 0 az 6.

ILip = {3}

Lo = {57}, I, = {6,7}

Jak muzeme vidét ve dvojkové soustavé na obrazku:

interval I, ma nastaveny bit 2, ¢emuz odpovidaji 4 Cisla 4, 5, 6, 7.
interval I, ;ma nastavené bity 2 a 0, Cemuz odpovidaiji Cisla5 a 7.

o interval I, ;ma obdobné nastavené bity 2 a 1. Z obrazku je ziejme, Zze tomuto
nastaveni odpovidaji Cisla6 a 7.

Cislo Bit

N
~N o g B~

x |~ o g B~

Obrazek 2

Iy = {9,11,13,15}, I;; = {10,11,14,15}, I3, = {12,13,14,15}

10
12

14

Obrazek 3
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Kazdy fez ma v souctu shodnou délku, a to pfesné polovinu zkoumaného intervalu.
Prunik dvou rznych fezu by predstavoval jiny zpusob fezu, kdy by byly vzdy nastaveny
pravé 3 bity a v souctu by byla vybrana ¢tvrtina plvodniho intervalu. Dva razné fezy
tedy nejsou navzajem disjunktni.

VSechny fezy pro interval definovany bitem Cislo 5 jsou znazornény na nasledujicim obrazku.

5 154 153 152 151 150

32 32
33 33
34 34
35 35
36 36
37 T
38 38
38 39
40 40
M M
42 42
43 43
44 44
45 45
46 46
47 47
48 48
45 45
50 50
51 51
52 52
53 53
54 54
55 55
56 56
a7 57
58 58
55 58
al &l
61 61
62 62
63 63

Obrazek 4

Pokud bychom pfipustili v uvedené definici j = N, do$lo by k nastaveni pouze jednoho bitu a
nejednalo by se tedy o fez, ale o cely interval. Pfirozené Ize tedy dale definovat:

AN,N = Ay
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Méreni

Cilem méfeni je spocitat pocet prvocisel pro jednotlivé fezy intervall I,..., I55. Vypocet pro
vy$Si mocniny by byl neimérné zdlouhavy. Oznacéme

Ty = pocet prvocisel intervalu Iy

Ty,j = pocet prvocisel tezu Iy ;

Program postupné vypocital hodnoty y ; pro N € < 1,36 >,j € < 0,N >,N € N. Vypocet pro
I3¢ trval nékolik dni, pro vy38i mocniny by trval neumérné dlouho. Pro ilustraci: w3 =
2712 103 833, coz povazuji za Cislo dostatecné velké pro méfeni rovnomérnosti rozmisténi
prvocisel na fezech intervalu I34 a zaroven jde o prakticky zvladnutelny vypocet na domacim
pocitaCi. Na druhou stranu pocet prvocisel na kratkych intervalech je velmi nizky. V takové
situaci Ize jen téZko mluvit o rovhomeérném rozmisténi prvocCisel, nebot i velmi maly rozdil v
poctu prvocisel zplisobi pomérné vyznamnou odchylku. V praxi tedy vyhodnocuiji jen mocniny
dvou od 25 do 36, ¢imz ziskdme pozorovani pro vSechny fezy, tj. celkem pro celkem 12
intervalQ. Pro ilustraci m,5 = 1 894 120.

V8echna naméfena data jsou dostupné v této tabulce*® (na prvnim fadku kliGového listu BitStat
obsahuji nazvy sloupcl vysvétlujici komentaf, ktery se zobrazi, pokud na danou bunku
namifime mysi).

Porovnani pomoci priméru

Pro zkoumani rovnomérnosti rozmisténi prvoclisel pro jednotlivé intervaly a jejich fezy je
potfeba pocty prvovocisel navzajem porovnavat. Jednak mezi fezy jednoho intervalu, ale
i mezi fezy rdznych intervall. Nejjednodussim zplsobem jak tohoto docilit je pouzit nasledujici
Uvahu: kazdy Ffez obsahuje sadu dilich intervall, jejichZz soucet odpovida presné délce
poloviny celého intervalu. Na toto tvrzeni Ize nahliZet napfiklad takto:

délka intervalu je mocnina dvou, Ize jej tedy rozdélit na dvé stejné dlouhé ¢asti
nastavenim libovolného bitu dojde k vybéru urcité mnoziny Cisel

vybrana cCisla maji zvoleny bit nastaveny na 1

nevybrana Cisla maji zvoleny bit naopak nastaveny na 0

prinik obou vybérl je prazdny

situace je symetricka, oba vybéry tedy musi obsahovat stejny pocet prvku - tedy pfesné
polovinu Cisel celého intervalu

o gk wh e

Jako zaklad pro vypocet procent tedy stanovime polovinu poctu prvocisel celého intervalu,
tedy: %nN. Definujme vyraz:
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0qgZ04/edit?usp=sharing
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N
proN = 2,proj €<O0,N >

Citatel vyjadfuje odchylku skute¢ného poétu prvoéisel v daném fezu od oéekavaného stavu,
cely vyraz pak vyjadfuje pomér vici zakladné. Pfipadnym vynasobenim 100 se na vyraz
muzeme divat jako na hodnotu v procentech. Ay ; je relativni veliCina, a muzeme ji tedy
vzajemné porovnavat napfi¢ riznymi fezy stejného intervalu ale i napfi¢ riznymi intervaly.

Podivejme se nejdfive na specialni pfipady.
Co fikéa hodnota Ay (?

Ay o se vzdy vztahuje k intervalu, jehoZ nulty bit je vZdy nastaven.

Rez obsahuje vSechna licha &isla v intervalu Iy.

S vyjimkou dvojky jsou v&echna prvocisla licha.

Na nami méfeném vzorku Cisel se prvocislo 2 nevyskytuje (< I,5; 3¢ >).
Hodnota Ay o = 100% a obsahuje vSechna prvocisla v intervalu.

Co fikéa hodnota Ay y?

e Hodnota Ay y se vztahuje k intervalu, ktery ma povinné nastaveny pouze jeden bit
s indexem N
e Nejedna se tedy o fez, ale o cely interval Iya tedy Ay y = 100%.

Oba tyto specialni pfipady ze spole¢ného porovnavani vyluéujeme.
Jaké by byly hodnoty A1, A11?
e [, obsahuje jen €isla 2,3, takze i T, = 2.

e [, ,obsahuje jenCislo 3, A; o = 0, coz je vyjimka vytvofena jedinym sudym prvocCislem
2, pro vSechny vyssi intervaly jiz plati, ze Ay, =1 .

e [, obsahuje Cisla 2,3, 4,5 = 1.

e Tento specialni pfipad nas nezajima, staci tedy definovat hodnoty Ay ; pro N = 2.
Jaké jsou hodnoty A, 4, A1 ?

e [, obsahuje jen Cisla 4,5,6,7, takze i m, = 2.

e [,,0bsahuje Cisla 5,7, A, = 1 v souladu s vySe uvedenym tvrzenim pro Ay y .

e [,,obsahuje Cisla 6,7, A, = 0, tady Zadna odchylka.
Jaké jsou hodnoty A3, A31, A3, ?

e [;obsahuje jen ¢isla 8,9,10,11,12,13,14,15, takze i 73 = 2.

e [3,0bsahuje Cisla 9,11,13,15, A3, = 1.
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e [3,obsahuje Cisla 10,11,14,15, A3; = 0.

e [3,obsahuje Cisla 12,13,14,15, 43, = 0.
Hodnoty Ay ; pro N < 3vzdy nabyvaji jen dvou krajnich hodnot O (Zadna odchylka oproti
oCekavani) nebo 1 (extrémni odchylka oproti oCekavani).

Teprve u vyssich intervald zaCinaji hodnoty Ay ; nabyvat i jinych (a tedy zajimavéjSich) hodnot.
Porovnani vybranych hodnot Ay ; je na nasledujicim grafu. Index j definujici fez je na ose x,
na ose y je procentualni hodnota Ay ;vztazena k fezu j. Jedna barva pak urCuje vSechny fezy
urciteho intervalu. Na grafu jsou zobrazeny vysledky Ay ; pro intervaly I;5 az I.

0,250%
25 == 26 27 wm 28 w=m 279 30 == 37 32 wm 33 34 wm 35 w=m 36

0,000% —

-0,250%

-0,500%

-0,750%

-1,000%
5 10 15 20 25 30

Graf 5

Z grafu je vidét, Ze pro fezy od 1 do pfiblizné 20 (v rdznych intervalech), je velikost odchylky
mensi nez 0.1% a vySe zminéna Uvaha o otekavaném poctu prvocisel funguje velmi dobfe.
Na druhou stranu pro kazdy interval je nékolik jeho poslednich fezl zatizeno vyrazné vysSi
chybou. Velikost odchylky je az desetkrat vétsi. Piestoze se procentualni velikost odchylky pro
vy$8i mocniny postupné zmensuje, je z uvedeného grafu velmi problematické usuzovat na
rovnomérnost rozmisténi prvoCisel a znazornény jev je potfeba nejdfive vysvétlit.
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Interpretace pozorovani

Predpokladejme nejprve, ze graf nepopisuje néjakou anomalii v rozmisténi prvocisel, ale ze
. . : v . . . 1 ]
vysvétleni pozorovaného jevu spocliva v chybném nastaveni zakladny STIN které se

nejvyznameji projevuije jen pro fezy s vyS$Sim indexem.
Pro dalSi ivahu je potfeba zkombinovat dvé uvahy.

1. Rezy Iy ;s nizkym indexem jse skladaji z mnoha malych Casti, které rovnomérné
vyplnuji cely interval. Naproti tomu fez Iy y—; vybira ze zkoumaného intervalu jen jeho
horni polovinu. Rez Iy n—2 Se sklada ze dvou useku: horni polovina z prvni poloviny
intervalu a horni polovina z druhé poloviny intervalu. Podobné i ostatni vy$si indexy
déli zkoumany interval na nékolik malo &asti, ze kterych je vzdy vybirana jejich horni
polovina. V definovanych fezech vzdy pfevazuji horni poloviny a tento efekt je
nejvyraznéjsi pravé u fezu s vysSim indexem.

2. Je prokazano, Ze hustota vyskytu prvocisel pro vétsi Cisla se postupné snizuje.
Konkrétné Prvociselna véta®! fika, ze pfi nahodném vybéru éisla blizko néjakého
velkého Cisla N pravdépodobnost, Ze toto Cislo bude prvocCislem, je pfiblizné 1/In(N).
Pouzitim véty napfiklad na 154 ziskame:

e Zadatek intervalu: In(23%) = In(68 719 476 736) = 24.953
e Konec intervalu: n(237) = In(137 438 953 472) = 25.646

Tedy na zacatku intervalu se vyskytuje prvocislo v priméru kazdych 24.953, zatimco
na jeho konci v primeéru jiz jen kazdych 25.646 Cisel.

Zde je klicové porozumét skutecnosti, ze Ffada individualnich pfipadl se od tohoto
pramérného chovani znac¢né li§i. Vzdalenost mezi prvocisly®? je predmétem
intenzivniho studia. Napfiklad je dokazano, Ze v posloupnosti o n — 1 prvcich n! +
2,n!' +3,...,n! + n se nevyskytuje zadné prvocislo. Dikaz je jednoduchy: prvni ¢len je
délitelny 2, dalSi 3 a tak dale az po posledni €len, ktery je déliteiny n. Mizeme tedy
snadno sestrojit libovolné dlouhou posloupnost, kde se Zzadné prvocCislo nevyskytuje.
Faktorial roste velmi rychle, takze bychom mohli pfedpokladat, ze se dlouhé mezery
mezi prvoCisly budou vyskytovat az u velmi vysokych Cisel, ale neni tomu tak upiné.
Napfriklad vzdalenost prvodisla:

29370323406802259015872376610441946342570907557481176209858879821789572
8858676728143227,

které obsahuje 87 cifer. Podle aproximace z Prvo€iselné véty je hodnota In uvedeného
prvocisla zhruba 199. To znamena, Ze v okoli tohoto prvocisla by zhruba kazdé 199
Cislo mélo byt prvocislem. Ale dal$i prvoc€islo je ve skute¢nosti vzdalené dalSich 8350
hodnot, coz je témér 42 krat vice, nez pfedpovidana hodnota z Prvociselné véty. Je to
dosud nejvétsi znama anomalie.

31 https://cs.wikipedia.org/wiki/Prvo%C4%8D%C3%ADseln%C3%A1l v%C4%9Bta
32 hitps://en.wikipedia.org/wiki/Prime gap

32


https://cs.wikipedia.org/wiki/Prvo%C4%8D%C3%ADseln%C3%A1_v%C4%9Bta
https://en.wikipedia.org/wiki/Prime_gap

Interval Iy, ,je pfesné dvakrat delSi nez predchozi interval Iy. Délka interval( tedy rychle roste
a postupné se zac¢ne projevovat pfirozeny ubytek prvocisel uvnitf intervalu.

Vezméme si napfiklad Interval I35 = < 23¢;237 — 1 >. Rez I435 je horni polovina intervalu
I3, tedy interval < 236 +235 237 -1 > coz je souvisly interval délky 23°. Obsahuje
nepochybné méné prvocisel nez nevybrana spodni spodni polovina intervalu < 236; 236 +
235 —1>.

Na druhou stranu fez I34 ; deli interval I35 na velmi mnoho Ctvefic, ze kterych vzdy vybira horni
dva prvky. Cisla tohoto fezu jsou velmi rovnomérné rozmisténa uvnité celého intervalu.

- - L o . 1 sy :
Pfirozeny ubytek prvoCisel se neprojevi, stanovena zakladna ST Pro takovyto fez funguje

dobre.

V fFezech s vyS8Sim indexem j se tedy musi vyskytovat menSi pocet prvocisel, nebot
VvV porovnani s rovhomérnymi fezy s nizSimi indexy j zabiraji vétsi ¢ast oblasti vyssich Cisel.

Nyni je evidentni, Ze stanoveni konstantni zakladny pro v3echny fezy intervalu je tedy
nepochybné zatizené chybou danou postupnym ubytkem prvocisel.

Pozorovany pokles na grafu nedosahuje ani jednoho procenta. Zaroven je efekt ubytku
prvocCisel také pomérné maly. Nabizi se tedy otazka, zda chyba pfi stanoveni zakladny dana
Uubytkem prvocisel dokaze pozorovani piné vysvétlit.

DalSi postup se tedy zaméfi na vypocCet pfirozeného ubytku prvocisel a stanoveni vhodnéjsi
zakladny pro vzajemneé porovnavani hodnot Ay ;.

Funkce li(x), Li(x) a x/In(x)

Ze zminéné Prvociselné véty Ize odvodit aproximaci funkce m(x).

x
T(x) ~ In(x)

Ukazuje se vSak, Ze pro nase Ucely je vhodné&jsi pouzit integral funkce obraceného
logaritmu 23, béZné oznacované jako li(x):

. dt
li(x) = fo" —

Konkrétné pouzijeme drobnou Upravu této funkce a zavedeme funkci Li(x):
Li(x) = li(x) — li(2)
Z prvociselné véty opét vyplyva, Ze funkce Li(x)dobfe aproximuje funkci m(x):
m(x) ~ Li(x)

Tato funkce je v ndmi zkoumané oblasti presnéjsi** aproximaci funkce m(x).

33 https://en.wikipedia.org/wiki/Logarithmic integral function
34 hitps://en.wikipedia.org/wiki/Prime number theorem#Table of %CF%80(x), x / log x, and li(x)
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Pro vlastni vypocet li(x) je nejvhodnéjsi zvolit tzv. Ramanujaniv® rozvoj funkce do nekoneéné
fady, ktera ale rychle konverguje. Neni cilem popisovat integraly a pochopit podstatu této
funkce. Pro ucely této prace postaci prevzit Ramanujantv vzorec bez hlubSiho pochopeni
problematiky.

Korekce pomoci funkce Li(x)

Nyni je tfeba pomoci funkce Li(x) spocitat ocekavany pocet prvocisel pro kazdy fez Iy ; a
pouzit jej pro odvozeni individualni zakladny pro méfeni odchylky. Kazdy fez se sklada ze
sady dil¢ich intervall. Pro kazdy z nich je mozné odecist hodnotu funkce na jeho konci a
zaCatku a takto vypocCtené hodnoty pro vSechny dilCi intervaly seCist. OznaCme takto
definovanou hodnotu pro fez Iy ; symbolem Liy ;. Rozdil funkce Li(x) pro zacatek a konec
intervalu Iy obdobné oznacCime Liy. Zde je na misté velka preciznost pfi definovani zaatku a
konce intervalu. Podivejme se na pfiklad pro Is:

e Interval I5 obsahuje dle vySe uvedené kapitoly o bitovych fezech vSechna cela Cisla 32
az 63. Zacatek intervalu je 32.

e Konec intervalu I je ve dvojkoveé soustave Cislo 63 a Cislo 64 jiz patfi do nasledujiciho
intervalu. Pro zapsani Cisla 64 ve dvojkoveé soustavé by bylo zapotfebi o jeden bit vice.
PFi aproximaci poctu prvocCisel na intervalu Ispotfebujeme odhadnout pocet prvocisel
na interval délky 32. Prosté odecteni Li(63) — Li(32) by pFedstavovalo odhad pro
interval délky pouze 31. Pfi vypoctu je nutné povazovat konec kazdého intervalu az
bodem, kde zacina interval nasledujici. Zde konkrétné tedy je korektni odhad pro I
dan rozdilem Li(64) — Li(32).

Uvedené pravidlo pro konec intervalu je nutné aplikovat obecné na délky vSech dil€ich
interval(l kazdého fezu. Do algoritmu pro vypocet vzdy vstupuje konec intervalu vyjadreny ve
dvojkové soustavé. Konec je tedy nutné zvysit o 1. Zavedeme tedy pomocnou funkciDeltaLi
pro vypocet na celo€iselném intervalu < x, y > takto:

DeltalLi(x,y) = Li(y+1) — Li(x)
Pomoci ni pak zavedeme precizné Liy ; a Liy takto:
x = min(s),y = max(s) oznacuji nejmensi a nejvétsi celé Cislo obsazené v intervalu s
Liyj = Xse aiciintervaty 1y; Deltali(x,y), kde x = min(s),y = max(s)
Liy = Li(2Nt1) — Li(2M)

Zaroven plati, Zze Liy = Deltali(x,y), kde x je nejmenSi celé Cislo v Iy a y je posledni celé
Cislo obsazené v Iy. Definice Liy je tedy konzistentni s definici Liy ;. Napfiklad konkrétné pro
I5 dostavame Lig = Li(2%) — Li(2%) = Li(64) — Li(32) = DeltaLi(32,63).

Neni vibec ziejmé, Ze takto vypocétena hodnota je dobrou aproximaci poctu prvocisel pro
zkoumany fez, protoze Prvoliselna véta se nevyjadfuje o chovani prvocisel na konecném
intervalu, ale mluvi o celkové konvergenci, kdyz x roste nade vSechny meze. Nastésti pro

35 hitps://en.wikipedia.org/wiki/Logarithmic integral function#Series representation
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vypocet zakladny neni nutné pouzivat pfimo hodnotu Liy ;. Pro opravu zakladny staci pouzit

relativni pokles hodnot Liy; pro jednotlivé fezy. Konkrétné pro vSechny pripustné fezy i
intervalu Iy spocteme pomer Liy ; k hodnoté Liy, ktera je vztazena k celému intervalu:

) Liy,j

LiPy; = 7

Nasledujici graf zobrazuje vypoctené hodnoty LiP;¢ ; pro j = 1..35. Hodnota j oznacuijici fez je

na ose x. Osa y zobrazuje hodnoty LiP v procentech. Pokud bychom chtéli zanést do grafu

ekvivalent pfedchozi zakladny, byla by to konstantni hodnota 50% pro vSechny fezy. Hodnota
LiP36 35 = 49,664%, takze rozdil oproti pfedchozi zakladné prevysuje 0.3%.

50,000%

49,900%

49,800%

49,700%

49,600%

Graf 6

Takto spocitané pomery LiPy ; staci aplikovat na skutecny pocCet prvoCisel intervalu my, ¢imz
ziskame nové hodnoty zakladny pro vSechny fezy.

LiBN,j = LlPNJ . T[N

Hodnoty LiBy ; tedy vyzaduji oCekavany pocCet prvocisel pro dany fez I ;.

Méreni se zohlednénim ubytku prvocisel

Pouzitim nové definovaného zakladu LiBy ; muZeme spocitat oCisténé hodnoty oCekavaného
poCtu prvocisel pro dany fez analogicky k vypoCtu pavodni hodnoty Ay ;

iy j — LiBy ;
BszuproN>2,projE<O,N>
’ LlBN,j

35



Praktické méfeni skuteCné ukazuje, Ze pozorovana anomalie z pfedchoziho méfeni byla
odstranéna a chyba je celkové mala pro vSechny mozné fezy vSech zkoumanych intervald,

coz znazornuje nasledujici graf. Jeho méfitko odpovida méfitku grafu, ktery zobrazoval data
analogicke méfeni hodnot Ay ; pfed korekci.
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Graf 7

PFi analyzovani tohoto grafu je nutné nezapomenout, Ze zobrazené kfivky jsou ruzné dlouhé
a hodnoty 35 dosahne pouze jedna kfivka — vztazena k intervalu I35. VSechny kfivky jsou
zarovnané zleva a osa x ma pfimo vyznam indexu povinné nastaveného bitu kazdého fezu.
KFivky ovSem muzeme zarovnat i zprava. Potom nejvice pravy bod bude zobrazovat vzdy
nejhrubsi fez Iy y_4, ktery vybira z celého intervalu jen jeho horni polovinu. Hodnoty na ose x
se pak nebudou vztahovat ke stejnému bitu, ale budou mit vyznam relativni pozice pocitané
od nejvyssiho bitu a dava tedy smysl ji Cislovat zaporné. Napfiklad index nejvysSiho bitu
zmenseny o 1 atd. Tento pohled znazoriuje nasledujici graf. Na tomto grafu je i diky men3imu
rozsahu osy y lépe vidét skute€nost, Ze pro vy§8i mocniny ma méfena odchylka tendenci se
ve vSech méfenych fezech zmenSovat.
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Dalsi graf ukazuje detail pouze pro nejvy3si spocitanou mocninu 36. Na grafu je umysiné
omezené meéfitko osy y stokrat zmenseno (z puvodni hodnoty -1% na -0,01%), aby byl dobfe
vidét efekt nastupujici korekce pomoci funkce Li(x). Zaroven je vidét, Ze puvodni zakladna je
pro fezy s nizkym indexem odpovida nové zakladné odvozené od li a vliv korekce se projevuje
teprve pro fezy s vy$sim indexem. Cervené je zde vyobrazen interval pro By,j a modfe pro

Ay j-
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Li korekce pro mocninu 36
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Korigovana méfeni je mozné interpretovat takto:

Velikost odchylky je nyni pro vSechny fezy a vSechny pozorované intervaly srovnatelna
a bez néjakého trendu.

Korekce tedy byla dobfe definovana a odstranila pozorovanou anomalii pIné na vSech
mérenych intervalech a na v8ech jejich fezech.

Korigovany graf zobrazuje pouze drobné odchylky, které vyplyvaji pfimo z podstaty
prvocisel a které jsou nevyhnutelné pro méfeni na libovolném ale kone¢ném intervalu
Ci jeho fezu.

Dosud univerzalné pozorovana rovnhomérnost rozmisténi prvocisel se vzdy vyjadfuje k
néjakému velkému celku (celad aritmeticka fada nebo v tomto pfipadé dostatecné
dlouhy interval). Nikdy ale nepfedstavovala snahu o nalezeni exaktniho vzorce, ktery
by postihl kazdé individualni prvocislo. Na rozdil od grafu hodnot Ay ; korigovany graf
vypovida o podstaté prvocisel, nezobrazuje zadnou chybu, kterou by bylo mozné dale
ocistit. Pokud pfipustime trochu poezie: prvocisla se sice podfizuji celkovému fadu,
individualné je vSak nelze spoutat zadnym jednoduchym pfedpisem (pfirozené s
vyjimkou jejich vlastni definice).

Smérodatna odchylka

Miru konvergence pro konkrétni interval je mozné vyjadfit pomoci smérodatné odchylky
(anglicky standard deviation®® - SD). Definujme nejprve soucet kvadrata rozdili skutecné
hodnoty prvocCisel a odpovidajiciho zakladu:

36 hitps://en.wikipedia.org/wiki/Standard deviation
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N-1

dBN = Z (T[N,j - LiBN']‘)Z
j=1

A tento zaklad je nutné normalizovat vydélenim poctem rozdil(i a aplikovanim odmocniny:

,dB
SDBy = TN

Vysledny vztah je inspirovan vzorcem pro vypoCet smérodatné odchylky statistické veli€iny
a pouziva se bézné pro vyjadieni velikosti chyby. Jeho velkou vyhodou je, Ze je vyjadfen
ve stejnych jednotkach, jako je méfena veli€ina, a je tedy mozné porovnavat mérenou veli€inu
a jeji smérodatnou odchylku. Roli méfené veli€iny zde spolehlivé zastane polovina skuteéného
poctu prvocCisel daného intervalu.

SDBy

DB =55y
. N

Tento vyraz vyjadfuje relativni velikost chyb (rozdil skute€nosti a zakladu) vSech fezu intervalu
Iy vztazenou k prfibliznému poctu prvocisel kazdého fezu (zde zjednodu$ené polovina
prvocCisel celého intervalu).

Zcela analogicky Ize uvedené definice vztahnout ke skute¢nym hodnotam prvocisel a pavodné
navrzenému zakladu zalozeném na prostém primeéru.

N-1

dAy = 22 (y, — 0.5 - my)?
=1

dAy

SDAy = |—2X

N N
SDAPy = SDA
N_O.S'T[N

Hodnoty SDBPy, |ze spocitat a zobrazit v nasledujicim grafu, ktery zobrazuje tyto hodnoty pro
N = 25..36. Z grafu je evidentni postupné sniZzovani chyby SDBy.
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Analogicky je mozné porovnat hodnoty SDAy a SDBy. Nasledujici graf ukazuje, Ze korekce
pomoci funkce Li(x) vede k vyrazné menSi SDBy chybé.
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Z grafu v8ak nevyplyva, jak vyznamné lepsi jsou hodnoty SD By oproti hodnotam SDBA. Jejich

podil zobrazuje nasledujici graf. Z grafu je vidét, Zze chyba SDBy je fadové lepsi a tento trend

s rostoucim N prudce roste.

200,0

150,0

100,0

50,0

0,0

26 28 30 32 34 36

Power

Graf 12

Hypotéza zalozena na korigovaném méreni

Uvedené méfeni a klesajici trend chyby SDBy nas opravriuje k formulaci nové hypotézy:
Iéil’gomax0<j<N(BN,j) =0

Hypotéza tak oCekava obdobny vysledek méfeni i pro vSechny delSi intervaly a pfedpoklada,
Ze s délkou intervalu se postupné velikosti odchylek pro vSechny fezy budou sniZovat.
Hypotéza se vyjadfuje najednou o vSech moznych fezech podobné jako se DirichletGv teorém
vyjadfuje o vSech aritmetickych posloupnostech. Hypotéza hovofi o rovhomérnosti rozmisténi
prvocisel novym zplsobem.

Hypotéza zalozena na nekorigovaném meéreni

Zkusme se nyni zamyslet, zda je opodstatnéné zformulovat analogickou hypotézu pro
nekorigovanou hodnotu Ay ;.

limmaxg<j<n(Ay,j) =0
N—-oo

Zde je na misté znaCna opatrnost, nebot' u hrubsich déleni kazdeho intervalu odchylka Ay ;
vyrazné klesa (tj. jeji velikost v absolutni hodnoté roste). Vratme se znovu k interpretaci této
odchylky:
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Hlavni pfispévek odchylky je dan pfirozenym ubytkem prvocisel.
Ubytek prvogisel se nejvyraznéji projevuje u hrubych déleni intervalu a u kazdého
intervalu Iy je nejvétsi u fezu Iy y_q.

e Absolutni hodnota odchylky Ay y_;Se s rostoucim N snizuje.

Pro fadné podlozeni hypotézy tedy staci odhadnout velikost vlivu ubytku prvocisel pro
nejhrubsi fezy Ay y—, @ zkoumat, zda s rostoucim N se tento vliv bude blizit 0. Kontrolné pak
porovname tyto odhady s vypoctenymi hodnotami odchylek Ay y—_1.

Odhad vlivu ubytku prvocCisel pro nejhrubsi fezy
Interval Iy y_1 Se sklada jen z jednoho intervalu, ktery

e zadina hodnotou 2V 4+ 2N-1 = pN+1 _)N-1 — 3 .pN-1
e a kond&i hodnotou 2NV+1 — 1.

Dosazenim do definice ziskame:

o Liyy_q=Li(2VN*Y) — Li(3 -2V 1)
o Liy=Li(2"*tY) — Li(2M).

Prirozeny ubytek prvocCisel pak byl vyjadien podilem téchto hodnot oznaCovanym LiPy y_;. Pro
zkoumani chovani této funkce pro velmi velka Cisla by bylo nutné pracovat s definici funkce
Li, coz by vyzadovalo pracovat s integraly. Pokusme se nyni provést odhad hodnot LiPy y_4
za vyuziti jednodu$siho matematického aparatu a integraldm se vyhnout. Tuto moznost nam
dava jiz zminovana Prvociselna véta, ze které vyplyva, Zze chyba mezi funkcemi Li(x)a x/In(x)
postupné konverguije k 0. Pfi vypoctu LiP tedy nahradime vSude funkci Li(x) funkci x/In(x) a
postupné kratkym vypoc&tem ziskame:

2" nge 2V -lnge 2V (N —1) - Inge
N+1 N — N-(N+1

LiN ~

y 2N+ e 3.2N-1 _ N (05-N—35+2:In,3)-N
IN,N-1 N+1 In(3-2N-1) n2¢ (N+1)-(N—1+1n,3)

Podil obou vyrazu pak predstavuje dobrou aproximaci LiPy y_:

. N-(0.5-N—3.5+2-1n,3)
LiPyy_1 ~ Dy =
N.N-1 N (N-1)-(N—1+In,3)

Kontrolni porovnani spocCtenych hodnot LiPy y_; a jejich aproximaci Dy zobrazuje nasledujici
graf:
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Vyhodou funkce DyvSak je, Ze se jedna o jednoduchy vzorec, ktery Ize snadno spoditat i pro
velké hodnoty Na zkoumat jeji konvergenci. Zde konkrétné staCi zkoumat koeficienty
u kvadratickych ¢lent u proménné Nv Citateli i jmenovateli, nebot pro dostatecné velika Nlze
vliv ostatnich ¢lend (linearni ¢&lenyNa konstanty) v porovnani s kvadratickym ¢lenem
N?zanedbat. Ziskame:

_ 0.5 N2 +...
O
Velikost pfirozeného ubytku prvocisel tedy s rostoucim Npostupné klesa a pocet prvocisel i u
fezu Iy y—1 S nejvetsi odchylkou se postupné blizi k poloviné prvocisel celého intervalu. Touto

uvahou je tedy i hypotéza pro hodnoty 4, ; fadne podlozena.

Nasledujici graf zobrazuje vyvoj Dypro vétsi hodnoty Na potvrzuje vypocet a konvergenci Dy
k hodnoté 0.5, ktera v grafu odpovida hodnoté 50%.
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Uvaha nad moznym dikazem hypotéz

Hypotézy jsou inspirované Dirichletovou vétou. Nicméneé jejich pfipadny dikaz zfejmé nebude
jednoducha modifikace dukazu Dirichletovy véty®”. Velmi zb&znym pohledem do tohoto
dikazu je zfejmé, Ze obsahuje velmi pokrocily matematicky aparat (Fourierova funkce,
Dirichletova L funkce, Riemannova zeta funkce v realném oboru a jeji pfevod na Eulerav
soucin prvoCisel a mnohé dalsi), ktery ale nevypovida o chovani na kone¢nych intervalech.
Pfipadny dikaz tedy muze byt obtizny. Je samoziejmé mozné, Ze matematik zbé&hly v teorii
Cisel by byl schopen predlozit jednoduchy dukaz uvedené hypotézy vyplyvajici z poznatki
oboru, které nemam ani ja, ani mdj odborny konzultant.

Rezy definované poétem bitd

Definice fezl

Zkoumané intervaly Ize rozfezat zcela jinym zpusobem. Cisla v intervalu Ize rozdélit
do nékolika tfid podle toho, kolik obsahuji nastavenych bitd. Oznaéme

S(x) = ?’=0 x;, kde x = Z?LO X; Zi,xi € {0,1}

Vstupem do této funkce je celé kladné Cislo. To je jednoznacné mozné rozlozZit na soucet
mocnin 2, coz pfimo odpovida reprezentaci Cisla ve dvojkové soustavé. Funkce vrati pocet
nastavenych bita. Pfiklady:

37 http://math.uchicago.edu/~may/REU2012/REUPapers/LiAng.pdf
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$(280) = $(1000 1100,) = S(28 +2*+23) =3
S(2¥)y =1 pro libovolné N. VSechny mocniny dvou maji nastaveny pouze jeden
(nejvyssi) bit.

e S(2N —1)= N -1 pro libovolné N. Mocnina 2 zmensena o 1 ma nastaveny viechny

bity.
S(0) =0
S =1

V daném intervalu Iymaji vSechny hodnoty nastaven nejvysSi bit s indexem N. Zavedme novy
typ Fezu:

Ry;j={x:x€ly,S(x) =j+1}pro0<j<N,N>1

VSechna Cisla intervalu Iymaji nutné nastaveny nejvyssi bit. Pfispévek tohoto bitu v definici
oSetfime pomoci pfi¢teni Cisla 1 k indexu j. Pfiklad:

Desitkové Dvojkové Desitkové Dvojkové
16 10000, 24 11000,
17 10001, 25 11001,
18 10010, 26 11010,
19 10011, 27 11011,
20 10100, 28 11100,
21 10101, 29 11101,
22 10110, 30 11110,
23 10111, 31 11111,

Ry = {16}

Ry, = {17,18,20,24}

Ry, = {19,21,22,25,26,28}

Ry3 = {23,27,29,30}

134,4 = {31}

Rez R,; tedy obsahuje pouze Cisla z intervalu I,, ktera maji vedle povinného
nejvyssiho bitu s indexem 4 nastaven pravé jeden nizSi bit.

Rozmisténi obsazenych Cisel tedy neni v porovnani s bitovymi Fezy intuitivni. Divodem je
skute€nost, ze pokud nahradime pfi rozkladu €isla na soucet mocnin 2 vy$8i mocninu
mocninou nizsi, vzniklé Cislo zlstane ve stejném fezu, prestoze se jeho umisténi uvnitf
intervalu (nékdy i znacné&) zméni.
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Dale vidime, Ze tyto Fezy nejsou stejné dlouhé. Pocet prvkl v fezu lze spocitat pomoci
tzv. kombinacniho &isla®®, které udava, kolika zplsoby (bez ohledu na pofadi a bez opakovani)
Ize vybrat z dané mnoziny (zde mnozina bitll) nékolik prvkl (bity, které nastavime na 1).
Priklad:

e Pocet prvkl fezu R, zlze spocitat pomoci kombinaéniho Cisla G) = 1%, =4 . Kazdé
Cislo v fezu ma 5 bitd, ale nejvysSi bit je vzdy nastaven. Vybirame tedy z mnozZiny

zbyvajicich 4 bitu s indexy 0,1,2,3 celkem 3 bity.

Rezy s nizkym indexem ja symetricky i fezy s vysokym indexem j jsou vyrazné krat$i. Naopak
fezy s indexem j blizké gjsou velmi dlouhé.

VSechna prvocisla (s vyjimkou Cisla 2) jsou licha a maji nastaven i nejniz§i (nulty) bit.
Definujme tedy novy fez, ktery se omezi pouze na licha isla:

Ty j={x:x € Ry j,x je liché}

Kazdé Cislo v fezu Ty ; se sklada z N + 1bitd, pfi¢emz bity 0 a N jsou vzZdy povinné nastaveny
(pfislusnost k intervalu Iy a lichost). K vybéru tedy zbyva N — 1 bitu. PoCet prvku fezu Ty ; je
pak dan nasledujicim kombinaé&nim &islem:

|T | _ (N — 1)
Nj| = -1
Priklad:
Desitkové Dvojkové Desitkové Dvojkové
17 10001, 25 11001,
19 10011, 27 11011,
21 10101, 29 11101,
23 10111, 31 11111,
o Tuo=1{}
[ ] T4_,1 - {17}
[ ] T4‘2 = {19,21,25}
[ ] T4,3 = {23,27,29}
[ ] T4’4_ - {31}

38 hitps://cs.wikipedia.org/wiki/Kombina%C4%8Dn%C3%AD %C4%8D%C3%ADslo
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PocCet prvocCisel fezu

Nyni mazeme pfistoupit ke zkoumani rovnomérnosti rozmisténi prvocCisel na fezech Ty ;. PoCet
prvoCisel obsaZzenych v fezu Ty ; oznaCme:

My; = |{x: x€Tyjaxje prvoél'slo}|

K vzajemnému srovnani hodnot 11y ; opét potrebujeme jejich pocCet vztahnout relativné k poctu
prvocisel celého intervalu:

q fn.
NI

Oc¢ekavany pocet prvocisel

Kazdy fez ma ale jiny pocet prvkd. Rezy Ty,j Jednoho intervalu Iy obsahuji dohromady vSechna
licha &isla intervalu. Jejich pocet je tedy 2V~1,

Tw,
ZN,_] =

2N-1

Zy j tak vlastné fika, kolik procent lichych Cisel fez Ty ; zabira.

Vyvazenost fezl

Hodnota Zy ; nezohlediuje pfirozeny ubytek prvocCisel, naopak predpoklada, ze kazdé liché
Cislo je stejné dobry kandidat pro vyskyt prvocCisla. Nabizi se otazka, zméfit, nakolik jsou
jednotlivé fezy nevyvazené a zda pfipadna nevyvazenost nezplsobi, Zze néktery Fez by
pfedstavoval nevhodné nastavené ocCekavani ohledné predpokladaného poctu prvocisel.
Skutecné jiz na vySe uvedeném pfikladu fezl T, ; je mozné nevyvazenost pozorovat:

Ty, = {17} 1 pouze jedna hodnota zcela nevyvazena smérem
k nizkym ¢&islim

T, = {19,21,25} 7 = 3 nejdelSi fez nevyvazeny ve prospéch mensich Cisel
42— q

T3 = {23,27,29} 7 .= 3 nejdelSi fez nevyvazeny ve prospéch vyssich Cisel
43 — g

Tyq = {31} oy = 1 pouze jedna hodnota zcela nevyvazena smérem

k velkym &islim
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KaZzdopadné bychom vzhledem k pfirozenému ubytku prvoCisel méli pfedpokladat, Ze fezy
nevyvazené smerem k niz§im c&islim by mély vykazovat nadbyte¢ny pocet prvocisel oproti
takto nastavenému oéekavani (a naopak pro opacné nevyvazené fezy).

Nevyvazenost fezl Ize méfit rznymi zpusoby.

Nevyvazenost fezl — primér

Prvni zplisob méfeni miry nevyvazenosti fezu pouze jednoduchym zpisobem pocita prameér
ze vSech Cisel obsazenych v fezu.

Aby bylo mozné porovnavat navzajem fezy ruznych interval(, je vhodné spoctené priméry
jednotlivych fezll pfevést na relativni umisténi této veli€iny v ramci intervalu:

e Hodnotu priméru néjakého fezu lezici pfesné ve stfedu intervalu umistime na
hodnotu 0.

e Hodnotu priméru fezu lezici pfesné na nejnizsim lichém Cisle intervalu umistime na
hodnotu —100%. Toto je vZdy pfipad fezu Ty ;, které obsahuji jen jedno nejnizsi liché
Cislo fezu, které ma nastavené pravé dva bity: bit nejvyssi, ktery definuje interval a bit

e Hodnotu priméru fezu lezici pfesné na nejvyssim lichém Cisle intervalu umistime na
hodnotu —100%. Toto je vzdy pfipad fezl Tyy, které obsahuji jen jedno nejvétsi liché
Cislo fezu, které ma nastavené vSechny bity.

Tako umistény primér odpovida fyzikalni pfedstavé tézisté, kdy jednotlivé hodnoty jsou
umisténé v urcité vzdalenosti od stfedu intervalu, pfiCemz dvé hodnoty umisténé symetricky
okolo stfedu intervalu nerovnovahu jednotlivych Cisel navzgjem vyruSi. Na druhou stranu
jediné Cislo umisténé na okraji intervalu ma na pomysiné vaze diky nejvétsi pace nejvétsi
dopad. Vysledek pro fezy Ty ; , kde N = 2..36 a j = 1..N je zobrazen na nasledujicim grafu:
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Na ose x je index j. Jednotlivé intervaly Iy jsou znazornény pomoci rliznych barev. Osa y

popisuje miru nevyvazeni tézisté fezu. Napfiklad Cerveny graf vlevo odpovida intervalu I,
ktery ma celkem 3 fezy:

e T3, ma tezisté maximalné nevyvazeneé vlevo (ostatné jako i vSechny ostatni fezy Ty 1,
které obsahuji vzdy pouze nejmensi liché &islo intervalu) na hodnotu —100%.

e T3, je rovnomérné vyvazeny, nebot jeno hodnoty {11,13} jsou symetricky umisténée
kolem stfedu intervalu a té€zisté ma tedy hodnotu 0%.

e T3, ma téziste maximalné nevyvazene pravo (ostatné jako i vSechny ostatni fezy Ty .,

které obsahuji vzdy pouze nejvétsi liché &islo intervalu) na hodnotu 100%.

Z grafu je vidét, ze t&zisté u vSech intervall se zvySujicim se j rovnomeérné posouva doprava.
Tento zavér je podloZzeny pouze vypocétem a grafem. Pravdépodobné by Sel dokazat i obecnég,
ale zvolil jsem nejprve metodu praktického méfeni a o obecny dlikaz se ani nepokousel.

Dale je z grafu mozZné pozorovat, Ze vSechny liché intervaly I3, Is, ... I33, I35 maji prostfedni fez

dokonale vyvazeny s tézistém v 0, ale vSechny ostatni fezy nejsou vyvazené. Tento pohled na
vyvazenost intervalu vSak nijak nepopisuje, nakolik je fez symetricky kolem stfedu intervalu.

Nevyvazenost fezu — histogram

Druhy zplsob, jak zkoumat miru nevyvazenosti fezli je pomoci histogramu. Kazdy méfeny
interval je mozné rozdélit na nékolik stejné dlouhych Usekl a zkoumat, kolik Cisel z daného
Fezu je soudasti konkrétnich usekul. Cetnost zastoupeni gisel je mozné méit v procentech viéi
zakladu, ktery tvofi poCet Cisel daného fezu. P¥i tvorbé histogramu o 256 sloupcich by mél
kazdy sloupec pfi naprosto rovhomérném rozlozeni obsahovat 2—;6 vSech Cisel. Tato hranice je
na nasledujicich grafech oznacena jako std. Prvni graf zobrazuje dva prostfedni fezy intervalu
I36. Konkrétné histogramy fezll Ts¢q5 @ T3610. Z grafu je vidét, Ze tyto dva fezy jsou
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rozprostfeny po celé délce intervalu, na jeho krajich je Cisel méné a uvniti hodnoty fluktuuji s
oblasti mirného poklesu ve stfedu intervalu. Oba grafy maji stejnou strukturu: kfivku jednoho
ziskame z druhého otoenim kolem stfedu.
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v v

Na nasledujicim obrazku je histogram prostfedniho fezu intervalul;s. Tento fez ma tézisté ve
stfedu intervalu a navic je symetricky.
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Na nasledujicim obrazku je histogram dvou fezu intervalul;s sousedicich s prostfednim fezem.
Rezy jsou opét rozprostfeny do celého intervalu, fezy 17 a 19 Ize ziskat otodenim kolem
stfedu. Na tomto histogramu je ale vidét, Ze fez 17 je nevyvazen spise k mensim &islim a fez
19 naopak obsahuje vice vétSich Cisel.

== 17 w=m j19 == sid
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51



Nasledujici trojrozmérny graf zobrazuje histogramy (rozdélené do 64 sloupcu) vSech fezl
intervalu I5¢.
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mjl9 W20 ®mj21 W22 w23 mj24 25 26 j27 j28 29 mj30 w31 w32 w33 w34 w35 mj36

Graf 19

Nasledujici graf je pouze detailem pfedchoziho grafu, kdy byla osa x omezena na hodnotu
15%, aby vynikly Iépe detaily po ofiznuti extrémnich hodnot krajnich Fezu.
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Vsechny tyto grafy pfedstavuji snahu pochopit neobvyklou charakteristik( bitovych fezl Ty ;
ve snaze vysvétlit pilovité chovani, které bude popsano dale v textu.

Oba uvedené pfistupy byly naméfeny za pomoci metody SliceTBalanceTest hlavniho
programu. Vysledky vypoctu jsou ulozeny ve zvlastni tabulce:

https://docs.google.com/spreadsheets/d/1GyoSyiu4HjIPPDO0o9XDmODgVPG7EQTvbP-
n8RLWHHd4/edit?usp=sharing

Porovnani o¢ekavani a skutec¢nosti

Poméry Zy ; a qy,; Ize pfimo porovnavat, coz je jejich hlavni vyhoda. Definujme jejich rozdil
jako:

Fyj=anj—2Zn,;

Podobné jako v pfedchozi kapitole bychom mohli zavést i jejich podil:

An,j
VN.f - ZNj

Nicméné se ukazuje, Ze jejich hodnota se velmi Casto pohybuje velmi blizko hodnoty 1, takze

Pfipadné bychom mohli zavést i oekavany pocet prvoCisel jako soulin poctu prvocisel
intervalu Iy a poméru Z,, ;.
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Ly;= Zy; -y

A v dalSim kroku bychom mohli zkoumat rozdil skute¢nosti od tohoto ocekavani:
Pyj=Ily;—Ly;

Tyto hodnoty ovéem nelze mezi sebou vzhledem k rizné délce fezu porovnavat.

Veli¢ina Fy ; je pro dalsi postup nejvhodnéjsi.

Priklad

Nasledujici tabulka ukazuje vSechny definované veli€iny pro intervaly I, a Is. Roz€lefovat
nékolik kusu prvocisel do fezl nevypovida o chovani prvodisel, ale poslouzi dobfe pro ilustraci
vSech uvedenych definic na konkrétnim a snadno pfedstavitelném pfikladé. Studium takto
kratkych intervall neni cilem.

7T4_ - 5
Jj Ty 114 Zyj q4 Fyj Vyj Lyj Py
1 1 0 8
1 an UL aoe | Logon | 75% | 8 1g | 06| 04
8 5 5
3 1 — 0 8 _
2| (19,21.25) O T o e (A ) 19| -09
8 5 15
= 0,53
3 2 0 16
3| {23,27,29) 2 13 _srson | 2o ages | 25% | 16 19| o1
8 5 15
= 1,06
1 1 0 8
4 31 UL s | Loon | 75% | 86 | 06| 04
8 5 5
g = 7
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Jj Ts; EY Zsj qsj Fsj Vs Ls; Ps;
1 (33} o | 1 0% | -625%| O 04 | —04
16
= 6,25%
2 {35,37,41,49} 2 4 2 3,57% 1,14 1,8 0,3
16 7
= 28,57%
3| {39,43,45,51,53,57}] 2 i E —8,93% 0,76 2,6 —-0,6
16 7
= 37,5% = 28,57%
4| {47,5559,61) | 3 | 4 3 1786% | 1,71 | 1,8 | 13
Z—25% |2
16 7
= 42,86%
5 (63) 0| 1 0% | —625%| 0 04 | —04
16
=6,25%
Méreni

Nasledujici graf zobrazuje rozdily Fy ; pro intervaly I,5 aZ I3¢. Osa x zobrazuje hodnoty j, osa

y je v procentech. Z grafu je ihned vidét, Ze odchylka mezi o€ekavanym a skuteCnym poctem
prvocisel nedosahuje ani 0.01%, pficemz pro vySSi intervaly se postupné zmenSuje.

Na tomto typu grafu je potfeba brat do Uvahy, Ze fady jsou rizné dlouhé a jsou zarovnané
Zleva. NejdelSi fezy pro kazdy interval jsou vzdy pro hodnoty j blizko stfedu rozsahu 0..N,

zatimco krajni fezy jsou velmi kratké.
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Pilovity charakter vétSiny fad je skute¢né podivny. Kladné hodnoty vyskytujici se typicky pro
licha j indikuji pfevahu prvoCisel nad oCekavanim - tj. jakoby prvocisla rozlozitelna na sudy
pocet (lichy poCet j nastavenych bitl a nejvySsi bit urCujici cely interval) mocnin 2 pfevazovaly.
Uvedeny jev se vSak nevyskytuje na vSech intervalech. Na nasledujicim obrazku je vidét detalil
pro Fse;, kde tento jev neuvidime. Takovyto pribéh naopak odpovida predpokladu, ze
pfirozeny ubytek prvocisel v kombinaci s nevyvazenosti fezli vede na nadbytek prvocisel pro
fezy j nalevo od stfedovych fezi a naopak nedostatek prvocCisel oproti definovanému
oCekavani u vysSich fezl napravo od stfedovych feza.
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Liché a sudé rezy

Jde o pfekvapivé a rozhodné nejzajimaveéjsi pozorovani této prace, které si zasluhuje dalsi
pozornost. Prvnim krokem je zarovnani fad. Rada pro kazdy interval je rdzné& dlouha a
pfirozenym a logickym zplUsobem zarovnani je vSechny fady sefadit dle jejich stfedu.
V nasledujicich grafech hodnota 0 na ose x predstavuje stfed fezu. Situace je vSak odlisna
pro intervaly s lichou a sudou hodnotou N, od které se dale odviji poCet pocet fezu:

e V pfipadé lichych fezu (napf. T3, j, Ts3 j, T3s, ;) jsou v8echny indexy j zarovnany tak, aby
prostfedni hodnoty indexu j daného fezu a zarovef nejdelSi fezy (tj. napf. fezy
T31,16, T33,17, T35,18) Dyly zobrazeny na ose x v hodnoté 0. Zde je dobré pfipomenout, Zze
v8echny fezy Ty, jsou prazdne (fez Ry , neobsahuje zadny dalSi nastaveny bit a tvori
jej jedno sudé Cislo, kterym zacina interval Iy).

e 'V pfipadé sudych fezl (napf. T3¢ j, T3z, T34,7) jSOU VSechny indexy j zarovnany tak, aby
prostfedni dva nejdelSi fezy (tj. napf. fezy Ts1 16, T33,17, T35,18) Dyly zobrazeny na ose x
v hodnoté —0,5 a 0,5.

Liché fezy

Na nasledujicim obrazku jsou znazornény vSechny liché fezy.

57



1,50% |
== 7] w=m|23 25 |wm 27 w=wm 90 w=m 3] |mm 33 w=m 35

1,00%

0,50%

0,00% — -8

-0,50%

-1,00%
- 150 - 100 - 50 0,0 50 10,0 15,0

Graf 23

Z grafu je vidét, Ze kladné a zaporné hodnoty se pravidelné stfidaji. Je to velmi zajimave, ale
nemam pro tento jev uspokojivé vysvétleni.

v v

Dale je mozné pozorovat vzorec, dle kterého je nejdelsi fez kladny (pfebytek prvocisel oproti
oCekavani), nebo naopak zaporny (nedostatek prvocisel oproti o¢ekavani), kde dochazi
k opakovani s cyklem 4.

Na nasledujicim obrazku je vidét, Zze kazdy Ctvrty fez s pocateCnim intervalem [,; ma
v nejdelSim fezu nedostatek prvocisel.
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Na nasledujicim obrazku je naopak vidét, Ze kazdy Ctvrty fez s po€ate¢nim intervalem I,; ma
v nejdelSim Fezu prebytek prvocisel.
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Samoziejmé, Ze poCet namérenych intervalll je nizky, pfesto je mozné uvazovat o obecnéji
platném vzorci. Jeho mozné vysvétleni bude v kapitole o spojenych fezech.

Sudé fezy

Sudé fezy nevykazuji zadny podobny vzorec, jak je vidét na nasledujicich grafech.
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Vybér kazdého ¢&tvrtého intervalu s poCatkem v I;g.
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Vybér kazdého ¢&tvrtého intervalu s poCatkem v I,,.
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Hodnoceni

Absolutni velikost odchylek je velmi nizka, takZze bychom mohli na prvni pohled usuzovat, ze
zvoleny pristup definice fezl a studia oekavanému poctu prvocisel se osvedcil. PFi bliz§im
zamysleni je ale znepokojivé, Ze pilovité charakteristiky lichych intervald nedokazu vysvétlit.
Predpokladam, ze pilovity charakter lichych fezl nepredstavuje néjaky revoluéni objev, ale ze
je spiSe néjakym zpusobem svazan se specifickou definici fezi a podstaty jejich
nevyvazenosti. Otazka si zasluhuje hlubsi zkoumani, které je pfedmétem nasledujicich kapitol.

Symetrie kolem stfedu intervalu

Neékteré ze spoctenych grafli ukazuji na symetrické chovani kolem stfedu intervalu. Nabizi se
myslenka toto chovani blize prozkoumat. Oznaéme stfed intervalu I, jako

My = 2N + 2Nt
Z uvedené definice ihned plyne, ze:

e je to Cislo sude, které neni souCasti zadneho fezu Ty ;
e jeho dvojkovy zapis je 110...0,, kde pocCet nulje N — 1

Kazdé liché Cislo intervalu Iy, ma uvnitf intervalu zrcadlovy protéjSek. Definujme vzdalenost
Cisla od stfedu intervalu takto:

d(x) = |x— Myl

Dale zavedeme dvojici Cisel P, a L, tak, aby byly umistény symetricky v intervalu I, symetricky
kolem jeho stfedu - L, nalevo od stfedu a P, napravo od stfedu:

Ly =My —d(x)
P, = My +d(x)

Je zfejmé, Ze vzdy jedno Cislo z dvojice P, a L, splyva s x a druhé je jeho zrcadlovym obrazem.
Pokud je x liché je dvojice P, a L, rovnéz licha, nebot’ stfed My, je sudé Eislo.

Pokusme se nyni ur€it pravidlo pro uréeni fezl pro Cisla L, a P, za pomoci jejich dvojkovych
rozvoju:

Lx=10lN—2 lN—3"'lll

P=11py_2p0n-3---D1 1

Oduvodnéni vySe uvedeného zapisu:
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Obé &isla patfi do Iy, takze nejvySsi bit N musi byt nastaveny na 1.

VSechna Cisla menSi nez My maji bit N — 1 nastaveny na 0, protoZe stfed intervalu My
je nejmensi Cislo, které ma nastaveny bit N — 1.

e Opacné vSechna Cisla vétsi nez My maiji nastaveny bit N — 1 na 1.

Hodnoty bita [; pro levé Cislo a p; pro pravé Cislo nabyvaji hodnot 0 anebo 1 a jejich
pocCet je N — 2, protoze vSechna Cisla intervalu Iy, maji N + 1 bita a tfi vySe popsané
bity jsou pevné stanovené.
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Bitovy rozvoj d(x) ziskame odectenim bitovych rozvoji:

d(x) = b, = My = 00py_2py-3...P11

Hodnotu L, ziskame odectenim bitového rozvoje d(x) od bitového rozvoje hodnoty My. Zde
je vyhodné pouzit algoritmus odcCitani Cisel ve dvojkové soustave, které vyuzivaji pocitace, kdy
ulohu odecitani pfevedou na ulohu s¢itani:

e Zarovnani mensSitele a mensence zleva nulami na stejny pocet bitd.

e U menSitele nejprve algoritmus otoCi jednotlivé bity (bitova negace, kdy se z kazdé
hodnoty bitu 1stane 0 a naopak).

e K takto ziskanému Cislu pficte jedni¢ku.

e Vysledné Cislo pfiCte k mensenci.

e U scCitani vzdy dojde k preteCeni nejvyssiho bitu, ktery poéitacovy algoritmus vzdy
ignoruje a nahradi ho nulou.

Uvedeny algoritmus je popsan napfiklad na strance Wikipedie Method of complements v sekci
Binary method®°.

Aplikaci algoritmu odecitani ziskame bitovy rozvo;j:

Ly =My—d(x) =10py_ Py-3-..p1 1
Hodnoty bitl p; pfedstavuji opacné hodnoty k bitim (otoené bity) k hodnotam bitd p;.
Oddvodnéni:

e OtocCenim bitd menSitele ziska nejnizsi bit hodnotu 0.

Prictenim jedniCky ziska nazpatek hodnotu 1. Zde je dllezité si uvédomit, Ze pfi
s€itani nemuze dojit k pfeteCeni hodnoty do vyssich bitd.

e Bity 1 az N — 2 u My jsou nulové, takze pfi s€itani prosté pfenesou otocené hodnoty
bitd N — 2 az 1 z bitového rozvoje d,.. Opét je zde dulezité, Ze pfi s€itani nemuze dojit
k preteCeni hodnoty do vysSich bitd.

o NejvySSi dva bity ziskame sectenim dvou nejvysSich bitd My, tedy 11 a dvou
nejvyssich bitl d,., které byly pfedtim z hodnot dvou nul oto¢eny na dveé jednicky.
Tedy dvojkové 11, + 11, = 110,.

e Zavér postupu scitani je ignorovani nejvyssiho bitu ze sc€itani 11, + 11, = 110,, ¢imz
dostaneme uvodni sekvenci 10,.

Z uvedenych bitovych rozvojd je mozné snadno urcit vzajemny vztah mezi hodnotami bitd [;
levého Cisla a hodnotami bit( pravého isla p;:

Pe=11py_2DN-3.---P1 1
Ly =10pyN_2 DN-3---P1 1

Tento rozvoj nam umozriuje stanovit pfislusnost Cisel P, a L, prostym spoctenim jejich bitd.
Pfi stanovovani pfisludnosti Cisel P, a L, do fezl Ty jse vzdy ignoruje nejvyssi bit. Staci tedy
urcit vzajemny vztah mezi vnitfnimi bity p; a jejich negacemi p;. Jedna se o N — 2 bitu, které
jsou vzdy navzajem otoCené. Jejich secCtenim ihned ziskame nasledujici uziteCny vztah:

=1 Pt Xis pi=N-2

Je-li P, € Ty, pak z definice fezu nutné plati:

39 https://en.wikipedia.org/wiki/Method of complements#Binary method
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N-2
k=0+1+z i+ 1
i=1

A analogicky, je-li L, € Ty, nutné plati:

N-2
r=0+0+ Z p; +1
i=1
Oba vyrazy pro indexy k a r jsou napsany tak, Zze jednotlivé sCitance kopiruji bitovy rozvoj
Cisel a pro nazornost jsou v ném uvedeny i hodnoty 0 pro bity, které neovliviiuji zafazeni do

fezu. Prvni Ozastupuje v souctu bit N, ktery je povinné nastaven na 1 a v definici fez( Ty ;se
vzdy ignoruje.

Nyni je tfeba vyjadFit vyraz N2 p; . Z vySe uvedené uzitecné rovnosti dostavame:

N-2 N-2
Z p?=N—2—Z pi
=1 i=1
N-2 N-2
p?=N—2—Z Pi
=1 i=1

Dosazenim do rovnice pro r ziskame:

N-2
r=0+0+(N—2—z pi) +1

=1

Jednoduchou zavére€nou Upravou ziskame vztah mezi k a r takto:

r=N-k+1
k=N-r+1
Priklad:

e Zvolme x = 29 zintervalu I,

e Stfed intervalu M, = 16 4+ 8 = 24 = 11000,

e Prava hodnota P, =13 = 11101, € T,; atedy k =3

e Levahodnotal,y =19=10011, €T,, atedyr =2

[ J

Pokud bychom neznali hodnotu r a tedy i zafazeni levé hodnoty x do fezu, mohli
bychom pouzit nové odvozeny vzorecr =N —k+1=4—-3+1=2

Definice symetrickych fezu

Uvedenym postupem jsem naSel obecny vztah pro zafazeni symetrického protéjSku
libovolného €isla do spravného fezu. Kdyz tento postup plati pro jedno libovolné Cislo, plati
i pro vSechna Cisla libovolného Fezu.

Jinymi slovy, pokud napfiklad vezmeme pravou polovinu fezu T;s ;; (tedy vSechna Cisla vétsi
nez M;s) dostaneme levou polovinu fezu T;5s (nebot’ pro k = 11 dostaneme r = 15— 11 +

1 = 5) a nutne i naopak pfeklopenim leve poloviny fezu T;5 1, dostaneme pravou polovinu fezu
Ty5,5 (nebot pro r = 11 dostaneme k = 15— 11 + 1 = 5).
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Tento pfiklad Ize zobecnit v tvrzeni, Ze fezy Ty; a Ty y—i+1 jSOU Navzajem symetrické kolem

stfedu intervalu a jeden Ize ziskat z druhého preklopenim kolem osy. Nabizi se tedy myslenka
kazdou takovou dvojici fezt spojit do nového typu fezu:

TTy;i=Tn; U Tyy-i+1 Proi=1..N

Priklad:
® TTg1=Te1VU Tgp
® TTgr=TerU Ty
o TTe3=Te3V Tgy
® TTgs=TesaVU Tg3= TTg3
® TTes=TesVU Tsp = TTgp
o TTee=TeeVU Te1 = TTep

Je jasné, zZe pro intervaly Iy, kde N je sudé ziskame N /2 novych interval(. Pokud ale naopak
bude N liché, ziskame jeden prostfedni interval, ktery nevznikne spojenim dvou ruznych
intervall, coz je pfipad intervalu TTs; z nasledujiciho pfikladu:

TTs =Ts5,VU Ts5
TTs, =Ts52U Tsy
TTs3 =Ts3U Ts3
TTs4=Ts54U Ts; = TTs,
TTss=Ts5U Ts1 = TTs4

Vzhledem k popsané symetrii budou nutné spojené intervaly TTy; vyvazené s tézistém
ve stfedu intervalu My, nebot prostfedni fez lichych intervall je symetricky sam o sobé
a u ostatnich fezli vzdy nevyvazenost jednoho dil¢iho Fezu pfesné vykompenzuje
nevyvazenost druhého fezu.

Histogram vyvazenych fezu

v viv

Vypodltem jsem ovéfil, Zze v8echny nové fezy maji vyvazené tézisté v presném prostiedku
intervalu. Dale jsem pro kontrolu spocital histogramy vSech fezl TTy ;. Histogramy pGvodnich
ezl Ty ; byly asymetrickeé, zatimco histogramy fezi TTy ; jsou jiz v souladu s oCekavanim
dokonale symetrické. Na nasledujicim obrazku jsou vidét histogramy vSech fezu intervalu I5;.
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Dale se méfenim ukazalo, ze vSechny liché intervaly jsou vyvazené i jinym zpusobem. Pokud
secCteme pocet prvku vSech lichych fezl, dostaneme stejny pocet Cisel jako je soucet vSech
prvkd ze vSech sudych fezll. Toto chovani pro sudé intervaly neplati, coz znazorriuje
nasledujici tabulka:
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Soucet délky  Soucet délky

N sudych fezu lichych fezl
4 75,00% 25,00%
6 31,25% 68,75%
8 65,63% 34,38%

10 36,33% 63,67%
12 62,30% 37,70%
14 38,72% 61,28%
16 60,47% 39,53%
18 40,18% 59,82%
20 59,27% 40,73%
22 41,19% 58,81%
24 58,41% 41,59%
26 41,94% 58,06%
28 57,75% 42,25%
30 42,53% 57,47%
32 57,22% 42,78%
34 43,00% 57,00%
36 56,79% 43,21%

Méfeni na symetrickych intervalech

Opét na takto definovanych intervalech mizeme zkoumat rozmisténi prvocisel. Pfi porovnani
vysledku z riznych intervall je potfeba opét vyfesSit zarovnani rizné dlouhych kfivek. Logickym
zpusobem je zarovnani podle prostfedniho fezu u lichych intervald anebo podle dvou
prostfednich (a spojenych) fezl pro sudé intervaly Iy se sudym N. Tyto fezy jsou oznaené v
grafech zarovnany na hodnotu nula nejvice doprava. Zaporné hodnoty na ose x pak vyjadfuji
vzdalenost k témto stfedovym fezam. Typicky tedy plati, Ze smé&rem vpravo se vyskytuji fezy
s vétSim poctem prvka, pfi¢emz u lichych intervall je posledni stfedovy fez jediny nespojeny
a nema tedy nejvice prvku.

Opét budeme zkoumat zvlast sudé a liché intervaly. Na nasledujicim grafu je vysledek analyzy
pro sudé intervaly I,, az I5,.
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Spojené fezy pro sudé intervaly nevykazuji zadné piekvapivé chovani ani zadny rozpoznatelny
vzorec. Podobné jako u fezd u fezl Ty ; jen odrazi nepfedvidatelné odchylky poctu prvocisel
v jednotlivych fezech.

Na druhou stranu graf pro liché intervaly obsahuje podobné pravidelné pilovité chovani, které
se vyskytovalo i u fezu Ty ;. Rezy TTy jodstranuji nedokonalost fez(i Ty ; v podobé jejich
asymetrie a posunutého tézisté, takze je Ize pro zkoumani rovnomérnosti prvocisel povazovat
za vhodnégjsi. Pfesto se pfekvapivé pilovité chovani fezd Ty ; lichych interval( pfeneslo i do
fezu lichych intervall fez( TTy ; . Nedokonalost plvodni definice tedy nebyla jejich pficinou.
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Pfekvapivé je rovnéz chovani na nizkych intervalech. Dosud jsem nikdy nevénoval pozornost
nizkym intervalim do pfiblizné N = 20, protoze celkovy pocet prvocisel na téchto intervalech
je tak nizky, Ze mi nedavalo smysl studovat rovhomeérnost jejich rozmisténi. Kazdopadné je

v v

intervald.
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Cyklus 4 pro liché intervaly

Podobné Ize pozorovat, Ze se zachoval i vySe zminény cyklus 4, ktery je mozne pro fezy TTy ;

pozorovat na nasledujicich dvou grafech. Prvnim je graf fezl intervalt s pocatkem v intervalu
21 a skokem 4.
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A druhym je graf fezu intervaltl s poCatkem v intervalu 23 a skokem 4.
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VSechny prostfedni fezy intervaltl 21,27,31,35 , které jsou v grafu zarovnany na hodnotu 0
ukazuji na nedostatek prvocisel oproti oCekavani. Naopak prostiedni Fezy interval(
23,27,31,35 rovnéz zarovnané na hodnotu 0 vykazuji pfebytek prvoCisel oproti oCekavani.
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Tento jev Ize snadno vysvétlit jako dUsledek pozorovaného pravidelného pilovitého chovani,

e

Tento fez vznikne sloucenim fezl Ty ; U Ty y. Rez Ty 1 vVzdy obsahuje jen jedno nejnizsi liche
Cislo intervalu, které ma vedle bitu N (ur€ujici pfisludnost do intervalu I) nasteveny pravé
jeden dalsi bit. Rez Ty y naopak obsahuje vzdy jen jedno Cislo, a to nejvyssi liché Cislo intervalu
Iy, nebot ma vedle bitu N nastavny i vdechny ostatni bity 0..N — 1. Zadny lichy interval v
rozsahu N = 1..35 neobsahuje prvocislo. Tedy pro vSechna spoctena licha N jsou hodnoty
qno = 0 a gy y = 0. Na druhou stranu nastavené oCekavani Zy ; a Zy y odrazi jen potencial
pro vyskyt prvoCisla podilem poctu lichych &islel v fezu oproti po¢tu vSech lichych Cisel
intervalu a je to tedy kladné Cislo. P¥i jejich slozeni do symetrického fezu se toto ocekavani
zdvojnasobi. Je ziejmé, Ze na takto slozeném fezu je vZdy nedostatek prvocisel oproti jejich
oCekavani. A pozorované pravidelné stfidani prebytku a nedostatku prvocisel v kazdém
sousednim Fezu se postupné pfenasi az na konec do prostfedniho fezu. Pfipadny nedostatek
nebo prebytek prvodisel je dan jen hodnotou N.

Tato uvaha uspokojivé vysvétluje, Ze pokud zaCneme s intervalem I, tak kazdy Ctvrty vySSi
interval ma ve stfedovém fezu prebytek prvocisel, a naopak pfi startu v Iz ma kazdy &tvrty
nasledujici interval prostfedni fez s nedostatkem prvocisel. Ale zde je nutné si uvédomit, Ze
uvaha se opira o pravidelné stfidani nedostatku a pfebytku, ktery u lichych Fez( nebyl
uspokojivé vysvétleny.

Dale je mozné, zZe na vySSich intervalech, které nebyly analyzovany, se mlze vyskytnout
prvocislo ve tvaru 2V + 1. Prvogisla ve tvaru tvaru 2V — 1 Ize snadno vylougit. Takova prvodisla
se nazyvaji Mersennovymi prvodisly*® a dosud je jich znamo 51 (konkrétné jde o exponenty 2,
3,5,7,13,17,19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689,
9941, 11213, 19937, 21701, 23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091, 756839, 859433,
1257787, 1398269, 2976221, 3021377, 6972593, 13466917, 20996011, 24036583,
25964951, 30402457, 32582657, 37156667, 42643801, 43112609).

Konkrétné exponenty 2,3,5,7,13,17,19,31 vedou na Mersennova prvocisla M, az M54, které
byly analyzovany. Z nich ale jen to prvni je soucasti lichého intervalu:

M2=3= 112 Ell

A interval I; = {2,3} obsahuje jen dvé Cisla, nema smysl jej dale fezat a tuto krajni situaci
jakkoliv dale zkoumat. VSechna ostatni Mersennova prvocisla patfi do sudych intervald.
Napfriklad:

M3:7 :1112612

A toto plati i obecné&. Existuje dikaz, Ze pokud je k sloZené, pak je slozené i 2% — 1. Zbyva
tedy moznost, ze bude existovat prvodislo ve tvaru 2V + 1, o kterych se mi ale nepodafilo nic
Zjistit.

Kazdopadné pfipadny vyskyt prvocisla v tomto tvaru by otocil typicky nedostatek prvocisel
v fezu Ty ; na prebytek a porusil by jinak typické pilovité chovani. Bylo by pak zajimavé provest
analyzu celého intervalu a podivat se na sousedni fezy, ale to je uloha mimo moznosti jednoho
domaciho pocitace.

40 hitps://en.wikipedia.org/wiki/Mersenne prime
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Smeérodatna odchylka

Podobné jako u bitovych fezl Iy; lze zkoumat smérodatnou odchylku pro fezy Ty ;
a symetrické rezy TTy ;. Vysledek je zobrazen na nasledujicim obrazku:
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Graf 35
Modra kfivka se vztahuje k bitovym fezim Ty ;.

Ihned je mozné pozorovat, Ze s postupné zvétSujicimi se intervaly dochazi k postupnému
poklesu smérodatné odchylky a je tedy mozné opét formulovat hypotézu, Ze zvolena veli€ina
qy,j je dobrou aproximaci ocekavaného poctu prvocisel, coz Ize matematicky formulovat jako
oCekavani, ze

limmaxo<j<y(Fy,j) =0
N—-oo

Z grafu je dale patrné, Ze pro liché intervaly popsané pilovité chovani zpUsobuji vysSi
smérodatnou odchylku a naopak na sudych intervalech nami definované ocCekavani qy ;
funguje lépe a ma systematicky nizSi smérodatnou odchylku. Spojené fezy TTy; vykazuji
obdobnou vykonnost na sudych intervalech, ale na lichych intervalech je smérodatna odchylka
vyrazné vyssSi.

Zaverecna uvaha nad pilovitym chovanim

Pravidelné pilovité chovani zplsobuje, Ze pfi skladani dvou fezU vzdy dochazi k secteni
nedostatkll v obou dil€ich Fezech, nebo naopak k seéteni prebytku v obou dil¢ich fezech. Na
pozorovanych datech nikdy nenastala situace, kdy by pfi skladani doSlo ke kompenzaci
pfebytku v jednom fezu s nedostatkem v druhém Fezu. Vhodné&jsi definice symetrickych fezl
tedy naopak pozorovanou anomalii systematicky prohlubuje. Toto pozorovani povaZzuji za
nejzajimavéjsi ¢ast této prace.
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chovani znamena. Libovolny interval Iy, kde N je liché, vykazuje pravidelné stfidani
nedostatku a prebytku v sousednich fezech Ty ;, ale i TTy ;.

Konkrétni priklad pro interval I,4:

osaxyV

grafech skuteény ocekavany skuteény rozdil
(zarovna pocet pocet pocet ocekavany rozdil oc¢ekavani -
nina prvoéiselv prvoCiselv prvocisel v pocet prvoéisel ocekavani - skutec¢nost

j stred) fezu fezu fezu [%] v fezu [%] skute€nost [%0]

1 -10 0 0,27 0,000% 0,000% -0,27 0,000%
2 -9 7 5,35 0,005% 0,004% 1,65 0,001%
3 -8 39 50,86 0,028% 0,036% -11,86 -0,008%
4 -7 374 305,14 0,267% 0,217% 68,86 0,049%
5 -6 1152 1 296,86 0,821% 0,924% -144,86 -0,103%
6 -5 4 468 4 149,95 3,184% 2,957% 318,05 0,227%
7 -4 9 686 10 374,88 6,902% 7,393% -688,88 -0,491%
8 -3 21 967 20 749,75 15,653% 14,786% 1217,25 0,867%
9 -2 31562 33 718,35 22,490% 24,027% -2 156,35 -1,537%
10 -1 47 500 44 957,80 33,847% 32,036% 2 542,20 1,812%
11 0 23581 24 726,79 16,803% 17,620% -1 145,79 -0,816%

Posledni fadek reprezentuje stfedovy fez, ktery nevznikl spojenim dvou fezu a v grafech je
zarovnan na hodnotu 0. Délky fezu s rostoucim indexem j rostou, coz se odrazi v rostoucim
oCekavaném poctu prvocisel.

Grafy jsou zobrazuji posledni sloupec, ve kterém je vidét pravidelné stfidani znaménka (tedy
pily). Zaporné znaménko oznacuje nedostatek prvocCisel oproti o¢ekavani. Rozdil procent je
vhodné zobrazovat v grafech, protoZze umozfiuje srovnani riznych intervalG a rGznych fezu,
ale pro bliz8i pochopeni je nutné upustit od procent a analyzovat pfimo pocty prvocisel
(oCekavané i skutecné). Z tabulky je vidét, Ze napfiklad fez TT,;, obsahuje nedostatek
prvocisel (688,880), a oba sousedni fezy obsahuji nadbytek prvocCisel. Konkrétné fez TT,; ¢ 0
318,5atezTT,;301217,25. Rezy jsou rizné dlouhé, takZe je pfirozené, Ze na del$im fezu je
absolutni rozdil vétSi. To, co je skuteCné zajimavé, je pravidelné stfidani nedostatku
a nadbytku.

Rez TT,,, obsahuje Cisla, které maji vedle bitu 21 nastaveno dalSich 7 anebo 15 bitd, nebot
vznikl sloucenim fezl Ty, ; @ fezu Ty 21-741 = T21,15. Sousedni fez TT,, ¢ obsahuje Cisla, které
maji vedle bitu 21 nastaveno dalSich 6 anebo 16 bitl, nebot’ vznikl slou¢enim Fezt T, ¢ a Fezu
T2121-6+1 = T21,16- A Nakonec sousedni fez TT,; g obsahuje Cisla, které maji vedle bitu 21
nastaveno dalSich 8 anebo 14 bitd, nebot vznikl slou¢enim fezl T, g a fezu Ty1 21-g+1 = T21,14-

Pokud secteme nedostatky prvocisel ze vSech lichych Fez(l a prebytky ze vSech sudych fezu
intervalu I,; dostaneme tuto tabulku:
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skute€ny pocet océekavany pocet

Interval 21 prvoéisel v fezech prvoéisel v fezech rozdil
Liché 66 020 70 168,00 -4 148
Sudé 74 316 70 168,00 4148

Zobecnénim tohoto pfikladu dospivame k pozorovani, Ze na lichych intervalech prvocisla vice
preferuji sudy pocet vnitfnich bitli, ktery vzdy vede na nadbytek oproti oekavani a naopak
fezy s lichym poctem vnitfnich bitd vedou na nedostatek.

Kazdy interval mGzeme rozdélit na dva super fezy tak, ze do sudého super fezu zahrneme
vSechny fezy se sudym indexem j a naopak do lichého super fezu zahrneme vSechny fezy s
lichym indexem j. Nize uvedena tabulka zobrazuje nedostatek nebo pirebytek prvocCisel v
téchto dvou super fezech oproti jejich oCekavani (daném pomérem souctu jejich délky v celém
intervalu). Z tabulky je ihned vidét, Zze ve vSech lichych super fezech je nedostatek prvocisel.

sudy super fez lichy super fezy

: I

1 -1,0

3 1,0 -1,0

5 15 -15

7 7,5 -75

9 10,5 -10,5
11 32,5 -32,5
13 69,0 - 69,0
15 246,0 - 246,0
17 515,5 -5155
19 1603,5 -1603,5
21 4148,0 -4148,0
23 10 895,0 -10895,0
25 30 147,0 -30147,0
27 85012,0 -85012,0
29 232 904,0 -232904,0
31 672 134,0 -672134,0
33 18429475 -1842947,5
35 5204 767,0 -5204767,0

V pfipadé sudych intervald takové pozorovani neplati. Navic velikost odchylky oproti
oCekavani dosahuje fadové mensich hodnot.
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sudy super fez lichy super fez

. [

2 0,0

4 -0,8 0,8

6 -11 11

8 -5,2 52
10 -18 1,8
12 -6,1 6,1
14 12,8 -12,8
16 -514 51,4
18 -12,9 12,9
20 -682,0 682,0
22 - 509,6 509,6
24 348,6 - 348,6
26 3705,0 -3705,0
28 -19641,6 19 641,6
30 -33320,9 33 320,9
32 -134222,1 134 222,1
34 -157 132,6 157 132,6
36 - 660 370,5 660 370,5

Pfi rozkladu Cisla na soucet mocnin dvou se uvedené pozorovani projevi tak, Ze prvocisla na
lichych intervalech “preferuji” ve svém dvojkovém rozvoji lichy pocet s€itanct (sudy pocet
vnitfnich bitd plus jeden nejvy$Si bit definujici interval). Toto si nedokazu nijak vysvétlit. Je
mozné, ze pfi zkoumani vysSich intervall by tato anomalie vymizela nebo se postupné
nedostatek obratil v nadbytek. Kazdopadné by si toto téma zaslouzilo dal$i analyzu, pfipadné
vysvétleni od nékoho vice zkuSeného v oblasti prvocisel.

Moznosti zobecnéni

Nabizi se mySlenka pro dal§i zobecnéni uvedenych hypotéz pro jiné typy fezd. Pouzité fezy
predpokladaji pevné nastaveni dvou bitl. Prvni definuje interval a druhy definuje jeho fez.
Pokud bychom oto€ili nastaveni bitu definujici fez a pfedpokladali jeho nastaveni vzdy na 0,
dosli bychom k velmi obdobnému vysledku: z jednotlivych &asti fezli by doSlo k vybéru
spodnich polovin misto hornich polovin, fezy by byly nevyvazené smérem k niZzsim hodnotam,
mérené odchylky by tedy mély opaéné znaménko, avSak celkovy vysledek by zustal platny.

Dal8i moznosti by bylo pevné nastavené 3 bitd. Prvni by definoval interval a druhé dva bity by
definovaly jejich Fez, ktery by v takovém pFipadé mél celkovou délku odpovidajici Etvrtiné délky
celého intervalu. | bez provedeného méfeni Ize pfedpokladat, ze by bylo mozné postupovat
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analogicky: provést méfeni a formulovat podobnou hypotézu, tentokrat o konvergenci ke
¢tvrtiné celkového poctu prvocisel celého intervalu.

DalSim zobecnénim by bylo postupné nastaveni vétSiho pocCtu bitd a tvorba Fezl, které
z intervalu vybiraji stale mensi soucet délky. Konkrétné pfi pevném nastaveni j bitl by doslo
k vybéru 1/2/~'nasobku celkové délky intervalu. Opét Ize pfedpokladat, Ze by bylo mozné
formulovat a mérenim podlozit analogické hypotézy. Pfirozené s vybé&rem mensi ¢asti intervalu
bychom logicky museli oCekavat vétsi fluktuace, takZe vypocéet by bylo vhodné provést na
delSich intervalech, ale na celkové konvergenci by se velmi pravdépodobné nic nezménilo.

Dosud diskutované intervaly a jejich fezy vychazi z dvojkové soustavy, coz umoznuje snadnou
implementaci vypocta v pocitatovém programu. Samoziejmé je mozné definovat zcela jiné
intervaly a jejich fezy a zkoumat na nich rozlozeni prvocisel. Lze pfedpokladat, Ze pokud by
takova definice splfiovala pozadavky na jejich ‘nestrannost’, bylo by mozné dospét k
podobnym vysledkim ohledné rovhomérnosti rozmisténi prvocisel. VSechny tyto Uvahy vSak
nebyly podloZeny bliz§im zkoumanim, méfenim nebo teoretickou uvahou a pfedstavuji tak
spiSe oblasti mozné daldi prace.

Zavery a diskuse

Oba useky prace predstavuji podle mého nazoru zajimava témata. Jak je jiz uvedeno v zavéru
k prvni Casti prace, nelze vyloucit, Zze hledana optimalizace existuje a jen se ji s mou urovni
znalosti nepodafilo nalézt. Kazdopadné uloha byla mnohem slozitéjSi nez jsem na zacatku
predpokladal. Pfesto usili a ¢as straveny nad timto usekem nepovazuji za ztraceny.

Druha Cast prace predstavuje krasné propojeni matematiky a programovani. Je dokonce
mozné, ze myslenka bitovych fezl nebyla dosud zkoumana. Pokusy o vyhledani ¢lankd na
podobné téma na internetu skoncily neispéchem. Zkoumani bitovych fezu Iy ; v mych oCich
predstavuje uspésny postup: formulace napadu, prvni vypoéty, anomalie, formulace hypotézy
jejiho plvodu, uspésna korekce anomalie zavrSena ovéfenim pomoci vypoctu. Souhrn téchto
krok( povazuji za tyto kroky povazuiji za dotazeny celek.

Na druhou stranu bitove fezy Ty ; vedly na popsané pilovité grafy, které se mi nepodaifilo
vysvétlit a tento Usek prace zlUstava nedotazenym. Tak jako prvni ¢ast ¢eka na svého mistra
programatora, tak druha ¢ast ¢eka na rozlousknuti néjakym matematikem plsobicim v oboru
teorie Cisel nazyvanym anglicky partition theory*, do jejiz oblasti studium pil asi nejvice spada.

Prvocisla pfedstavuji velmi intenzivné zkoumané odvétvi matematiky. Pokusit se o novy
pohled je tedy odvazné a cenné samo o sobé.

41 hitps://en.wikipedia.org/wiki/Partition (number theory)
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P¥ilohy

Poznamky k provedenym vypoctum

Vypocetné nejnarocnéjSi Cast bylo generovani prvocisel intervalu I;,. Generovani prvocisel
pro intervaly do I, az I;3 prob&hlo pomoci trivialniho déleni pfedpocitanymi prvocisly. Pro
vySSi intervaly byly nutné optimalizace:

1. Testovani pouze Cisel, které nejsou nasobkem 2,3,5,7,11,13,17,19.

2. Pro test prvocCiselnosti byl pouzit BPSW test, ktery byl ale implementovany za pomoci
ne zcela optimalni implementace zalozené na GNU MP#? knihovné pro vypodcty
s velkymi Cisly.

PFesto trval vypocet pro I34 vice nez 24 hodin.

Dalsi pomérné naro¢nou ulohou byl vypoCet hodnot Liy ;. Zejména pro jemna déleni velkych
interval( bylo potfeba spocitat velké mnozstvi hodnot funkce Li. P¥i jejich agregaci se projevila
numericka chyba dana scitanim obrovského mnozstvi hodnot s pfesnosti datového typu long
double. Tuto chybu je mozné pozorovat napf. u hodnot Lizs; = 1356 053 142,46 @ Lizg, =
1356 053 143,62. SpocCitana hodnota Liseq teoreticky musi byt nutné vétSi nez hodnota
Liz¢ »(viz kapitola Korekce pomoci funkce li(x)), ale vlivem numerické chyby vypoctu tomu tak
neni. Nastésti je numericka chyba vzhledem pro nase pouziti velmi mald bez dopadu na
celkovy vypocet.
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Zdrojove kody, git, licence
Zdrojové kody jsou k dispozici na cloudovém ulozisti GitHub “*na nasledujici adrese:

https://github.com/MatejZeman02/BPSW-primes-and-bit-slices

Veskeré prevzaté kdédy nemaji zadné pfisné licenéni omezeni, jedna se o licence pro svobodny
software:

e BSD* - jedna z nejsvobodnéjsich licenci
e nékterou verzi licence GNU GPL*

Nestudoval jsem detailné dusledky vyuzivani zdrojovych kodu rliznych licenci, pfedpokladam
vSak, ze se jedna o béznou praxi a ze jsem zadné licencni ujednani neporusil, pfedevsim
zvefejnénim mnou vytvofeného kédu na vySe uvedené adrese.

Nasledujici tabulka uvadi seznam soubort projektu se stru¢nym popisem jejich funkce. Kazda
tfida je typicky ulozena ve dvou souborech. jeden je hlavi¢kovy soubor s pfiponou hpp a druhy
soubor obsahuje vlastni implementaci tfidy a ma pfiponu cpp. Tyto soubory jsou v tabulce
reprezentovany jen jednim fadkem. Program adresuje vice nékdy nesouvisejicich oblasti,
proto obsahuje nékolik metod s nazvem koncicim slovem Test. Kazda se zaméfuje na jednu
konkrétni oblast a program main typicky spousti pravé jednu takovou zvolenou funkci.

BitRange Tfida umozniujici generovat Cisla, které maji
nastavené konkrétni bity

BitRangeTest

BitStatistics Trida umozniujici vypocty bitovych fezu

BitStatisticsTest Generovani prvocisel nad 264

BPSWTest Tfida, ktera implementuje BPSW test, LS a MR
test. Z velké €asti jde o pfevzaty kod.

BPSWTestTest

GeneratorFunction Virtualni tfida jejiZz potomek predstavuje vstup

do Eratosthenova sita zajistujici vypocet
nékteré z testovanych metod.

GeneratorFunctionBitStatistics

GeneratorFunctionPrime Potomek tfidy GeneratorFunction, spolecny
predek vSech tfid pro testy prvociselnosti.

GeneratorFunctionPrimeAPRCL Trida pro Eratosthenovo sito zajistujici
deterministicky APRLCL test.

GeneratorFunctionPrimeBPSW TFida pro Eratosthenovo sito zajistujici BPSW
test.

GeneratorFunctionPrimeBPSW128 Nedokon&eny pokus pro implementaci BPSW

testu na 128 bitovém datovém typu.
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GeneratorFunctionPrimeBPSW?2

Trida pro Eratosthenovo sito zajistujici BPSW
test z knihovny APRCL.

GeneratorFunctionPrimeCreator

Trfida umoznujici vygenerovat prvocisla v
daném rozsahu. Vyuziva BPSW test a
Eratosthenovo sito.

GeneratorFunctionPrimeLS

Trida pro Eratosthenovo sito zajistujici Lucas-
Selfridgedv test.

GeneratorFunctionPrimeLS_D

Tfida pro Eratosthenovo sito umoznujici méfeni
koeficientu D u Lucas-Selfridgeova testu.

GeneratorFunctionPrimeLS_DHistogram

Tfida pro Eratosthenovo sito umoznujici
vypocet histogramu koeficientu D u Lucas-
Selfridgeova testu.

GeneratorFunctionPrimeMR

Tfida pro Eratosthenovo sito zajistujici Miller-
Rabinlv test.

GeneratorFunctionPrimeMR128

Nedokon&eny pokus pro implementaci Miller-
Rabinova testu na 128 bitovém datovém typu.

int128Test tester 128 bitového datového typu

IsPrime Primitovni testy prvocCislenosti pomoci déleni a
Eratosthenova sita. Velmi stary kéd

jacobi_sum Pfrevzaty kod

Li Funkce pro vypocet hodnoty funkce Li

main Funkce main, ktera je spusténa prvni po startu
programu. Slouzi jako rozcestnik pro ostatni
metody.

Makefile Makefile zajiStuje kompilaci a sestaveni
programu z pfikazové fadky napsanim pfikazu
make

mpz_aprcl Pfrevzaty kod pro deterministicky APRCL test

PrimesRange

Tfida pro vypocet prvoCisel pomoci
Eratosthenova sita, ktera ulozi do pole o 32
nebo 64 bitech. Pro opakované pouziti se
spoctené pole umi ulozit a na€ist z a do
souboru.

PrimesRangeService

Trida, ktera spravuje vice poli s vypocitanymi
prvocisly tak, aby zbyte¢né Zadné pole nebylo v
paméti pocitaCe vicekrat.

PrimesRangeServiceTest

SieveGenerator

Generator Cisel dle Eratosthenova sita, ktery
pro kazdé vygenerované Cislo dokaze volat
rizné testy.

SieveGeneratorTest




SliceTBalance TFida pro generovani bitovych fezl Ta TT a

méreni jejich tézisté a histogramu.

SliceTBalanceTest

Split Pomocna funkce split

Ulnt128tompz Pomocna funkce na prevod 128-bitového Cisla
do Cisla mpz_t z knihovny GNU MP.

VectorToFile Pomocna funkce pro ulozeni pole typu vector
do souboru

Coz je celkové pres 13 800 radkl kédu (vEéetné prevzatych algoritm).

Odkazy

Tento dokument byl vytvofen pomoci Google Doc a nasledné preveden do jinych formata.
Pavodni zdrojovy dokument je mozné nalézt online na této adrese:

https://docs.google.com/document/d/191X1eMjp72DpxHHzX8mmrTakhvO9K6nQUOwWAJUIR
4cw/edit?usp=sharing

Prevazna vétsina grafl a tabulek byla vytvofena v Google Table, kterou je mozné nalézt online
pod timto odkazem:

https://docs.google.com/spreadsheets/d/1YZKVsGMMEQvVizjicBX59|QYdXLOTNTPxOQf\Wsvl
0gZ04/edit?usp=sharing

Doplriujici vypoCty zaméfené na nevyvazenost fezl Ty ; je mozné nalézt pod timto odkazem:

https://docs.google.com/spreadsheets/d/1GyoSyiu4H|IPPDO0o9XDmODgVPG7EgTVvbP-
n8RLWHHd4/edit?usp=sharing

Zdrojové kody je mozné nalézt v cloudovém ulozisti GitHub pod timto odkazem:

https://github.com/MatejZeman02/BPSW-primes-and-bit-slices
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Seznam zdroju a literatury

Wikipedie muze kdokoliv ménit a informace na ni obsazené nemusi byt vzdy korektni. Na
druhou stranu jsem presvédcéeny, ze pokud bych se pokous$el vzdy vychazet z puvodnich
zdrojl, tuto praci bych nikdy nenapsal. Osobné hodnotim pfinos Wikipedie pro mou praci jako
zasadni a jednoznacné prevazujici nad riziky.

Samoziejmé mé i po celou dobu mé prace intenzivné vedl mdj odborny konzultant, ktery mi
trpélivé vysvétloval vSechny matematické problémy, které pfevySovaly mou uroveri.

Zasadni byly rovnéz stranky gmplib.org vénované knihovné GNU MP.

Pro otazky spojené s programovanim jsem vedle béznych internetovych zdroju
(StackOverflow.com, GeeksForGeeks.com, git-scm.com, Microsoft.com, gcc.gnu.org ...)
vyuzival klasickou tisténou knihu:

VIRIUS, Miroslav. Programovani v C++: od zakladu k profesionalnimu pouziti. Praha:
Grada Publishing, 2018. ISBN 978-80-271-0502-1
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